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Kapitel 1Einleitung
\Ih sah, da� die Mathematik in viele Spezialgebiete ge-spalten war, deren jedes diese kurze uns verg�onnte Le-benszeit wegnehmen konnte. So sah ih mih in der La-ge von Buridans Esel, der sih niht f�ur ein besonderesB�undel Heu entshlie�en konnte."| Albert EinsteinBetrahtet man die Entwiklung der Codierungstheorie, so lie�e sih obiges Zitat inder folgenden Weise fortsetzen: Ist die Entsheidung zugunsten eines `B�undels Heu'gefallen, so geraten alle anderen in Vergessenheit.Wegen fehlender tehnisher Voraussetzungen war die Codierungstheorie lange Zeiteine rein mathematishe Disziplin. Als solhe blieb sie jedoh auh reht unabh�angigvon lange etablierten Wissensgebieten, wie der Approximationstheorie und der Nu-merik. Dies f�uhrte dazu, da� Algorithmen zum Teil aufs neue entwikelt wurden, ob-wohl sie in einer anderen mathematishen Disziplin seit langer Zeit bekannt waren.Bestes Beispiel hierf�ur ist die Identit�at zwishen Gorenstein-Zierler-Algorithmus zurDeodierung von Reed-Solomon-Codes und Pronys exponentieller Approximation.Bis zum heutigen Tage ist nah wie vor eine gewisse Distanzierung zwishen eigent-lih sehr verwandten Arbeitsgebieten vorhanden. Als Beispiel f�ur die wenig beahte-ten Zusammenh�ange zwishen Codierung und Approximationstheorie sei die Codie-rung und Deodierung von RS- und BCH-Codes (Bose, Chaudhuri, Hoquenghem)genannt, die ebenso als Interpolations- bzw. Approximationsproblem aufgefa�t wer-den kann.
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNGEine �ahnlihe Separierung ist ebenfalls mit Eindringen der Codierungstheorie indie Ingenieurwissenshaften zu beobahten. So etablierten sih beispielsweise un-tershiedlihe Algorithmen zur L�osung strukturgleiher Gleihungssysteme in derdigitalen Signalverarbeitung und der Codierung.Das Aufzeigen von Gemeinsamkeiten und Verbindungen zwishen vershiedenen Dis-ziplinen sowohl der Mathematik als auh der Ingenieurwissenshaften bildet einenwihtigen Teilaspekt der vorliegenden Arbeit.Der Zusammenhang wird hergestellt durh die De�nition von Codes �uber den kom-plexen Zahlen { im Gegensatz zur De�nition �uber endlihen Zahlenk�orpern, so-genannten Galois-Feldern. Die Betrahtungen werden hierbei beshr�ankt auf diewihtigsten Klassen von Blokodes, die RS- und BCH-Codes. �Uber den komplexenZahlen werden diese dann im folgenden als `analoge Codes' bezeihnet. Es sind diesdann Codes �uber einem unendlihen Alphabet, deren Struktur, wie bei herk�ommli-hen RS-Codes, nur durh die Beshr�ankung auf einen Teil aller verf�ugbarer Dimen-sionen bestimmt wird.Analoge Codes werden hier keineswegs erstmals eingef�uhrt, jedoh untersuht dieseArbeit erstmals genauer ihre Eigenshaften und stellt Verbindungen zu anderenArbeitsgebieten her. Die Geshihte der Entwiklung dieser Codes sei im folgendenkurz skizziert.Erste �Uberlegungen zur Codierung mit reellen Signalen �nden sih bereits in einerVer�o�entlihung von Tr�ondle 1978 [57℄. Die ersten Untersuhungen zu komplexenBlokodes sind jedoh wohl auf 1981 (Marshall [40℄) zu datieren. 1983 folgten dannzwei Ver�o�entlihungen von Wolf ([68℄ und [66℄), in welhen erstmals der Begri�`Analog Codes' eingef�uhrt wurde. Wolf beshr�ankte sih jedoh auf die Betrahtungder Einzelfehlerkorrektur. Maekawa und Sakaniwa verwendeten sp�ater die Bezeih-nung `DFT Codes' (1985 [38℄). Detailliertere Untersuhungen zur Mehrfehlerkorrek-tur fehlten jedoh bislang und werden erstmals in dieser Arbeit durhgef�uhrt.Der Vollst�andigkiet halber sei noh erw�ahnt, da� auh noh v�ollig andere Ans�atze zur`analogen' Korrektur impulsf�ormiger St�orungen existieren, wie z.B. die Anwendungvon LPC-Modellen (Linear Preditive Coding) f�ur den Einsatz bei Sprahsignalen[60℄, welhe die Quell-Eigenshaften mit einbeziehen und so eine gewisse Verbindungzwishen Quellenodierung und Kanalodierung herstellen. Diese Verfahren bleibenjedoh auf spezielle Anwendungen beshr�ankt.Analoge Codes untersheiden sih durh eine Reihe interessanter Eigenshaften vonherk�ommlihen RS-Codes. Vorwegnehmend seien insbesondere zwei hervorgehoben.Analoge Codes besitzen eine gr�o�ere Korrekturf�ahigkeit als Codes �uber endlihenK�orpern (wenn man realistishe Galoisfeldgr�o�en zugrunde legt), und sie erm�ogli-



3hen es, Fehler untershiedliher Amplitude zu untersheiden, d.h. Fehler gro�erAmplitude zu korrigieren und dabei diejenigen kleiner Amplitude unber�uksihtigtzu lassen. Es besteht somit eine gewisse Toleranz gegen�uber `Hintergrundraushen'.Besonders wihtig ist auh, da� mit eventuell geringf�ugigen �Anderungen alle her-k�ommlihen Deodieralgorithmen anwendbar sind, und au�erdem weitere Algorith-men aus anderen Disziplinen hinzukommen.In die Untersuhung komplexer Blokodes eingebettet sind Einzelergebnisse, die,f�ur sih genommen, einerseits auh n�utzlih f�ur die herk�ommlihe Codierung �uberendlihen Zahlenk�orpern, andererseits ebenfalls f�ur andere Arbeitsgebiete von be-sonderer Bedeutung sind. Diese seien kurz herausgestellt:� Als ein zentraler Punkt der Arbeit wird zur Untersuhung des Korrektur-verhaltens der herk�ommlihen Algorithmen eine neue Beshreibung des Ber-lekamp-Massey-Algorithmus (BMA) { eines der wihtigsten Deodierverfah-ren { entwikelt, die im Vergleih zu Masseys Darstellung bedeutend leihterverst�andlih ist und es erlaubt, wihtige Gesetzm�a�igkeiten zu erkennen. Sof�uhrte diese Beshreibung unter anderem zu der Erkenntnis, da� der BMA ei-ne rekursive `triangular square-root fatorization' darstellt, d.h. eine Produkt-zerlegung der KoeÆzientenmatrix in Dreieks- und Diagonalmatrizen. DieseZerlegung wiederum erm�ogliht rekursive Konditionierungsabsh�atzungen.� Ein weiteres wihtiges Teilergebnis wird gebildet durh eine Erweiterung des,aus der digitalen Signalverarbeitung bekannten, Levinson-Durbin-Algorith-mus. Hierdurh wird die Inversion von Toeplitz-Matrizen, niht nur die L�osungvon Toeplitz-Systemen mit bestimmter rehter Seite, erm�ogliht.� Weiterhin folgte aus einer Betrahtung des Newton-Verfahrens zur Polynom-interpolation eine neue De�nition eines Syndroms1 zur Deodierung von RS-Codes. Dieses weist sehr vielversprehende Eigenshaften auf, wie z.B. dieErkennbarkeit fehlerfreier Bereihe eines Codewortes, ohne die Anwendungirgendwelher Deodieralgorithmen.
1Ein `Syndrom' bezeihnet Terme, die nur vom Fehlermuster, jedoh niht von der �ubermitteltenInformation abh�angen.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNGDie vorliegende Arbeit ist auh etwas im Zusammenhang mit Bestrebungen zu se-hen, Modulation und Kanalodierung als eine Einheit zu betrahten. Im Bereihder Faltungsodes ist dies durh die Trellis-odierte Modulation nah Ungerb�ok[58℄ gelungen. Erst in letzter Zeit entstehen erste allgemeine Ans�atze zur Kombi-nation von Modulation und Blokodierung ([69℄, [9℄). Ein komplexes Alphabet zurCodierung vermeidet shon per Prinzip eine Untersheidung in Modulations- undCodewortsymbole.Es wird nun im folgenden noh ein Kurz�uberblik �uber die vorliegende Arbeit gege-ben.Nah einigen grundlegenden De�nitionen und der Erl�auterung der zu erwartendenEigenshaften analoger Codes wird zun�ahst auf einige Zusammenh�ange zwishenInterpolation bzw. Approximation und der Deodierung (analoger) Blokodes hin-gewiesen. Es folgen dann Beweise zur h�oheren Korrekturf�ahigkeit, die auh gewissekonstruktive Ans�atze zur Deodierung liefern. Es shlie�t sih eine detaillierte Unter-suhung des Einusses von `Hintergrundraushen' in der Form niht zu korrigieren-der Fehler `kleiner' Amplitude an. Insbesondere wird hier die neue Beshreibung desBMA vorgestellt. Anshlie�end wird beispielhaft der Einu� von Rehenungenauig-keiten im BMA ermittelt, d.h. es wird die Frage er�ortert, wie stabil das Verfahrenbei Verringerung der Rehengenauigkeit arbeitet. Nahdem der BMA als geeignetesVerfahren auh f�ur komplexe Toeplitz-Systeme ausgewiesen ist, werden exemplarishzwei weitere interessante Gemeinsamkeiten vershiedener Arbeitsgebiete aufgezeigt.Zum einen wird hier die shon angesprohene Erweiterung des Levinson-Durbin-Algorithmus vorgestellt, zum anderen werden Zusammenh�ange zum Anwendungs-bereih des sogenannten LMS-Algorithmus (Least Mean Square) angedeutet. Die-ser bietet hier eine iterative L�osungsm�oglihkeit f�ur Toeplitz-Systeme. Abshlie�endwerden Simulationsergebnisse angegeben, die einen Vergleih der Qualit�at zwisheneinfaher Tiefpa��lterung und analoger Fehlerkorrektur unter Variation der Fehler-harakteristik von reinem Raushen bis zu reinen Impulsst�orungen zulassen. Insbe-sondere wird dabei ein einfahes Verfahren gefunden, wie man nah einem Deodier-versuh Aussagen �uber die Fehlerart bzw. die St�orharakteristik des Kanals tre�enund so die geeignete Vorgehensweise bei der endg�ultigen Korrektur w�ahlen kann.



Kapitel 2Analoge RS- und BCH-Codes undihre Eigenshaften
Zur Einleitung in die Thematik dieser Arbeit werden in diesem Kapitel grundlegendeDe�nitionen eingef�uhrt und zu erwartende Eigenshaften analoger Codierung skiz-ziert, die in den Folgekapiteln n�aher untersuht werden. Im ersten Abshnitt werdenzun�ahst RS- und BCH-Codes (Reed, Solomon; Bose, Chaudhuri, Hoquenghem)�uber endlihen Zahlenk�orpern beshrieben.2.1 De�nition von RS- und BCH-CodesBlokodes �uber endlihen Zahlenk�orpern kennzeihnen Teilmengen aller N -Tupelbzw. Vektoren aus N Elementen, die gewissen Restriktionen gen�ugen m�ussen. DieElemente der Vektoren sind dabei aus GF (qs), wobei q eine Primzahl oder auhwiederum Potenz einer Primzahl (q = pm) ist.Als Hamming-Distanz dh(~a;~b) bezeihnet man die Anzahl untershiedliher Kom-ponenten zweier Vektoren ~a und ~bdh(~a;~b) = wt(~a � ~b) ;wobei wt(~a) das Gewiht kennzeihnet, d.h. die Anzahl der Komponenten des Vek-tors ~a ungleih Null.
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6 KAPITEL 2. ANALOGE RS- UND BCH-CODESDie geringste Hamming-Distanz zweier Codew�orter aus dem Code C wird durh dieMindestdistanz dh gekennzeihnet:dh = min8~a;~b 2 C~a 6= ~b dh(~a;~b) :
Die im folgenden de�nierten RS-Codes geh�oren zu den zyklishen Codes.De�nition 2.1 Ein Code C wird dann als zyklish bezeihnet, wenn aus(0; 1; : : : ; N�1) 2 C folgt, da� auh (1; 2; : : : ; N�1; 0) 2 C ist.RS-Codes sind Codes der (Maximal-) L�ange N = qs � 1, wobei die Komponentender Codew�orter aus GF (qs) sind. Sie besitzen die wihtige Eigenshaft, da� sie `ma-ximum distane separable' (MDS) sind, womit man die Tatsahe bezeihnet, da� siedie sogenannte Singleton-Shranke mit Gleihheit erf�ullen.Satz 2.1 (Singleton-Shranke) Gegeben sei ein Code C der L�ange N , der DimensionK (Anzahl der Informationszeihen) und der Hamming-Distanz dh. Es gilt danndh � N �K + 1.RS-Codes lassen sih als Abtastwerte eines auf den Grad K � 1 beshr�ankten Po-lynoms �uber GF (qs) verstehen. Zun�ahst sollen jedoh einige grundlegende Bemer-kungen vorausgeshikt werden.Jede zyklishe multiplikative Gruppe enth�alt ein Element einer multiplikativen Ord-nung N, wobei diese den Modul des Exponenten kennzeihnet und der Anzahl derElemente der multiplikativen Gruppe entspriht. Umfa�t die multiplikative Gruppealle betrahteten K�orperelemente des GF (qs) au�er der Null, so bezeihnet man dasElement als primitiv.De�nition 2.2 Ein primitives Element z eines K�orpers ist dadurh gekennzeihnet,da� jedes K�orperelement au�er der Null als Potenz dieses Elementes darstellbar ist.Nah diesen Vorbemerkungen ist es nun m�oglih, die De�nition von RS-Codes �uberein gradbeshr�anktes Polynom anzugeben.



2.1. DEFINITION VON RS- UND BCH-CODES 7De�nition 2.3 Ein RS-Codes der L�ange N , der Dimension K und der Mindestdi-stanz dh = N � K + 1 besteht aus der Menge aller Vektoren (0; 1; : : : ; N�1), dieder folgenden Bedingung gen�ugen:C = �~ ���� i = 1NC(z�i); GradC(x) � K � 1� ;wobei z ein Element der multiplikativen Ordnung N (meist ein primitives Element)des zugrundeliegenden K�orpers darstellt.Betrahtet man die Komponenten i wiederum als KoeÆzienten eines Polynoms(x), so erh�alt man umgekehrt die KoeÆzienten des Polynoms C(x) ausCj = (zj) ; j = 0; 1; : : : ; N � 1 : (2.1)Die De�nition 2.3 zusammen mit Gleihung 2.1 stellt nihts anderes als die diskreteFourier-Transformation (DFT) dar:1i = 1NC(z�i) = 1N PK�1k=0 Ck � (z�i)kCk = (zk) = PN�1i=0 i � (zk)i (2.2)Eine andere M�oglihkeit zur De�nition ergibt sih unter Verwendung des Genera-torpolynoms g(x) = QN�1i=K (x� zi) = QN�Ki=1 (x� z�i) in der Form(x) = i(x) � g(x) (2.3)mit einem frei w�ahlbaren `Informationspolynom' i(x) (Grad i(x) � K � 1).Entsprehend de�niert man ebenfalls ein Pr�ufpolynom h(x) = QK�1i=0 (x � zi), mitwelhem sih dann ergibt(x) � h(x) = i(x) � g(x) � h(x)| {z }xN�1 = 0 mod (xN � 1) :Eine etwas verallgemeinerte De�nition von RS-Codes mit den gleihen Eigenshaftenbez�uglih Fehlerkorrekturverm�ogen lautet:C = �~ ���� i = 1N C(z�i) � (z�i)m; GradC(x) � K � 1; m 2 [0; N � 1℄� ; (2.4)1Die DFT l�a�t sih nat�urlih auh mit vertaushten Vorzeihen im Exponenten des primitivenElementes oder mit 1N bei der Transformation in den `Frequenz'-Bereih de�nieren.



8 KAPITEL 2. ANALOGE RS- UND BCH-CODESwas einer Vershiebung im `Frequenzbereih' (besser `DFT-Bereih') entspriht.Eine weitergehende Verallgemeinerung stellen die generalized RS-Codes { wieder Name shon sagt { dar.De�nition 2.4 Generalized RS-Codes CGRS bestehen aus Vektoren der Form(v0F (�0); v1F (�1); v2F (�2); : : : ; vN�1F (�N�1)) ; GradF (x) � K � 1 ;wobei alle �i paarweise vershiedene Elemente aus GF (qs) und alle vi beliebige Ele-mente aus fGF (qs) n 0g darstellen.Generalized RS-Codes besitzen ebenfalls die `MDS'-Eigenshaft.RS-Codes erlauben mit den �ublihen algebraishen Verfahren eine Fehlerzahl vone � E = b(dh � 1)=2 zu korrigieren (als `Bounded Minimum Distane Deoding'bezeihnet), wobei ja gilt dh = N �K +1 = M +1 (siehe Singleton-Shranke). Mkennzeihnet dabei im folgenden immer die Anzahl der Pr�uf- oder Parity-Zeihen.Bei BCH-Codes wird f�ur das Codewort im Zeitbereih die zus�atzlihe Bedingunggefordert, da� dessen Komponenten aus einem Unterk�orper des GF (qs) stammen.De�nition 2.5 Ein Codewort (0; 1; : : : ; N�1) eines `primitiven' BCH-Codes derL�ange N und der Dimension K folgt ausC = �~ ���� i = 1NC(z�i);GradC(x) � K � 1 ;Ci 2 IB1 = GF (qs) ; i 2 IB2 ; IB2 � IB1g ;wobei z ein primitives Element, d.h. ein Element der Ordnung N = qs � 1, deszugrundeliegenden K�orpers IB1 = GF (qs) darstellt.Anders ausgedr�ukt, bedeutet dies: Ci 2 GF (qs) ; i 2 GF (qm) ; GF (qm) � GF (qs),d.h. mjs. dh stellt jetzt lediglih eine `designed distane' dar. Die wahre Mindestdi-stanz ist h�au�g gr�o�er. Die Eigenshaft `MDS' entf�allt.Die L�ange `nihtprimitiver' BCH-Codes ist ungleih qs�1. Sie wird als Teiler von qs�1 gew�ahlt. Zur De�nition ben�otigt man dann auh ein Element der multiplikativenOrdnung N j(qs � 1).BCH-Codes im engeren Sinne, sind Codes mit i 2 GF (q = p) (p: Primzahl), d.h.Elemente des zugrundeliegenden Primk�orpers mit den Elementen 0; : : : ; p� 1.



2.2. KOMPLEXE RS- UND BCH-CODES 9Aus den Restriktionen im `Zeitbereih' folgen im `Frequenzbereih' Konjugiertheits-bedingungen in der Formi 2 GF (q = pm) =) Ck�q = Cqk ; k = 0; : : : ; N � 1 : (2.5)Weitere Angaben zu Codekonstruktionen und deren Eigenshaften �nden sih in deneinshl�agigen Standardwerken, wie z.B. [65℄, [46℄ und [6℄.2.2 Komplexe RS- und BCH-CodesWie shon in der Einleitung bemerkt, wurde der Begri� `analoge Codes' von J.K.Wolf 1983 ([68℄ u. [66℄) eingef�uhrt und steht f�ur RS- oder BCH-Codes �uber denkomplexen Zahlen (sp�ater auh einfah als DFT-Codes bezeihnet [38℄). In dieserArbeit wird dieser Begri� beibehalten.Die M�oglihkeit, RS-Codes auh �uber komplexen Zahlen zu de�nieren, gr�undet inder Tatsahe, da� lediglih die Existenz eines primitiven Elementes gefordert werdenmu�, d.h. eines Elementes der Ordnung N . Im Falle der komplexen Zahlen ist diesdie Zahl z = ej2�=N :Aus dieser Analogie heraus, bezeihnet man Galois-Felder ja auh als Kreistei-lungsk�orper.Die De�nition analoger RS-Codes erfolgt nun entsprehend derjenigen f�ur end-lihe Zahlenk�orper (Def. 2.2), die einer DFT entspriht, wobei dh � 1 = N � Kaufeinanderfolgende Komponenten im `Frequenzbereih' vershwinden.De�nition 2.6 Analoge RS-Codes sind Vektoren der Form(0; 1; : : : ; N�1)mit i; Ci 2 CC, wobei i = 1NC(z�i) = 1N PK�1k=0 Ck � (z�i)kCk = (zk) = PN�1i=0 i � (zk)imit z = ej2�=N :



10 KAPITEL 2. ANALOGE RS- UND BCH-CODESDie oben gemahten Verallgemeinerungen in Form einer Vershiebung im Frequenz-bereih oder gem�a� De�nition 2.4, sind entsprehend auh hier m�oglih.Wihtig ist noh zu bemerken, da� in der De�nition keine Restriktionen bez�uglih desWertebereihs der komplexen `Zeit'- und `Frequenzbereihskomponenten' eingef�uhrtsind, d.h. insbesondere, da� keine Diskretisierung in irgendeiner Form angenommenwird. An einigen Stellen wird eine solhe untersuht, wie z.B. im noh folgendenAbshnitt �uber Kanalkapazit�aten; im allgemeinen jedoh, wird hiervon abgesehen.Analoge RS-Codes sind also Codes �uber einem unendlihen Alphabet, deren Struktureinzig durh das Nihtverwenden von N �K Dimensionen gebildet wird.Analoge BCH-Codes lassen sih ebenfalls entsprehend de�nieren.De�nition 2.7 Analoge BCH-Codes sind analoge RS-Codes der Form(0; 1; : : : ; N�1)mit der zus�atzlihen Einshr�ankung i 2 IR.Satz 2.2 Die Komponenten Ci der `Frequenzbereihsvektoren' analoger BCH-Codesweisen folgende Eigenshaft auf:CN�k = C�k = C�kC0 2 IRCN=2 2 IR f�ur N gerade :Beweis: Der Satz ergibt sih direkt aus der Tatsahe, da�i = 1N N�1Xk=0 Ck e�j2�ik=N 2 IR :Im komplexen Fall existieren somit zu Gleihung 2.5 entsprehende Konjugiertheits-bedingungen.Die folgende Abbildung soll den Sahverhalt am Beispiel N=8, M=2 veranshauli-hen: 2 IR 0 0 C3 2 IR C�3 0 0oder auh vershoben de�niert:



2.2. KOMPLEXE RS- UND BCH-CODES 110 0 C2 C3 2 IR C�3 C�2 0In dieser Arbeit soll nun insbesondere der Fall untersuht werden, da� additiv �uber-lagerte, impulsartige Fehler in einigen Komponenten des `Zeitbereihsvektors' zukorrigieren sind, wobei jedoh alle Komponenten in gewissem Ma�e fehlerbehaftetseien, d.h. ein `Hintergrundraushen' sei �uberlagert. Gefordert werden mu� dabeinat�urlih, wie sp�ater noh gezeigt wird, da� ein deutliher Amplitudenuntershiedzwishen beiden Fehlerarten besteht.F�ur analoge Codes, besonders auh im Hinblik auf eine Korrektur impulsartigerFehler, m�ussen nun geeignete Abstandsma�e de�niert werden. Die Hamming-Dis-tanz ist dabei in der strengen Form niht mehr anwendbar. Es sei daher eine, demProblem angepa�te De�nition der Hamming-Distanz gegeben, die im folgenden derEinfahheit halber mit d bezeihnet wird.De�nition 2.8 Die `analoge' Hamming-Distanz d = da;b gebe die Anzahl der Kom-ponenten wieder, in denen sih zwei Vektoren ~y und ~z um einen Betrag gr�o�er alsa untersheiden. Alle �ubrigen Komponenten d�urfen dabei niht um einen gr�o�erenBetrag als b voneinander abweihen. Formal l�a�t sih dies wie folgt ausdr�uken:d = da;b = jIDj mit ID = fi j jyi � zij > ag , falls i 62 ID) jyi � zij < b ; a > b :Die hiermit de�nierte analoge Hamming-Distanz ist somit gleih der Anzahl derKomponenten mit Abweihungen gro�er Amplitude. Eine geeignete Wahl der Gren-zen a und b wird im folgenden vorausgesetzt.Diese De�nition soll auh noh einmal unterstreihen, da� es in dieser Arbeit umdie Korrektur impulsf�ormiger St�orungen geht. Unter Vernahl�assigung des even-tuell zus�atzlih vorhandenen `Hintergrundraushens', ist f�ur die Korrekturf�ahigkeitanaloger RS-Codes die Hamming-Distanz von Bedeutung. Diese steht in direkterBeziehung zu der Anzahl der vom Code niht genutzten Dimensionen und der An-zahl korrigierbarer Fehler. Die Art des zugrundeliegenden K�orpers hat hier keinenEinu�.Das `analoge' Gewiht l�a�t sih entsprehend de�nierenDe�nition 2.9 Das `analoge' Gewiht eines Codewortes sei die analoge Hamming-Distanz d zum Nullwort.



12 KAPITEL 2. ANALOGE RS- UND BCH-CODESEin weiteres Abstandsma� ist nat�urlih die Euklidshe Distanz de.De�nition 2.10 Die euklidshe Distanz de zweier Vektoren ~y = (y0; : : : ; yN�1) und~z = (z0; : : : ; zN�1) ist gegeben durhde = vuutN�1Xi=0 jyi � zij2 :Nahdem nun die wihtigsten grundlegenden De�nitionen bereitgestellt sind, sol-len im n�ahsten Abshnitt die erwarteten Eigenshaften kurz dargestellt werden,deren genauere Untersuhung Gegenstand des Hauptteils dieser Arbeit sein soll.In Verbindung mit diesem kurzen Abshnitt ist der letzte Teil dieses Kapitels mitBetrahtungen zur Kanalkapazit�at zu sehen, der diskrete und analoge Kan�ale beidiskretem Eingang vergleiht.2.3 Zu erwartende Eigenshaftenanaloger CodesZun�ahst stellen analoge Codes ein Bindeglied dar, mit dessen Hilfe Gemeinsamkei-ten vershiedener Arbeitsgebiete im Laufe der Arbeit o�enbar werden. Insbesonderedie Tatsahe, da� Algorithmen aus dem Bereih der Codierung mit denen der digita-len Signalverarbeitung (z.B. Interpolation, lineare Pr�adiktion et.) mit geringf�ugigen�Anderungen austaushbar sind, ist hervorzuheben.Aus dem vorigen Kapitel ist bereits eine wihtige Eigenshaft analoger Codes zuerkennen. Es existieren keine L�angenrestriktionen. Zu jeder L�ange N gibt es einentsprehendes primitives Element der Ordnung N (z = ej2�=N). Hingegen giltbei endlihen Zahlenk�orpern N = qs � 1, d.h. es stehen nur bestimmte L�angenzur Verf�ugung, wenn man einmal von den etwas eingeshr�ankten M�oglihkeiten derVerk�urzung oder Erweiterung absieht.Wihtig ist nat�urlih auh, da� keine speziellen algebraishen Strukturen ben�otigtwerden, d.h. zur Realisierung ist ebenfalls keine spezielle Hardware n�otig. Ganz imGegenteil wird gezeigt, da� Gleitkomma-Prozessoren mit wenigen Exponentenstel-len oder bei geringen Codewortl�angen sogar Festkomma-Prozessoren gen�ugen, umden Rehengenauigkeitsanspr�uhen zu entsprehen. Es ist somit eine gewisse Ver-einheitlihung der erforderlihen Hardwarestrukturen bei analoger Codierung undsonstiger digitaler Signalverarbeitung m�oglih.



2.3. ZU ERWARTENDE EIGENSCHAFTEN 13Analoge Codes verwenden den analogen Empfangswert zur Deodierung. Geht manspeziell von einem diskreten Sendealphabet aus, so ist bekanntlih eine h�ohere Kanal-kapazit�at bei Kan�alen mit analogem Ausgang zu erwarten. Untersuhungen hierzu�nden sih im n�ahsten Abshnitt. Die dort wiedergegebenen Ergebnisse lassen auherkennen, da� aus dem analogen Ausgangswert auf den Kanalzustand geshlossenwerden kann und sih hierdurh die Kanalkapazit�at, selbst bei steigender Fehler-wahrsheinlihkeit in einem Kanalzustand (hier von zwei), erh�oht. Es besteht dabeieine gewisse Beziehung zum letzten Kapitel, wo eine Vorgehensweise angegeben wird,die es erlaubt, aus einem Deodierergebnis R�ukshl�usse auf die Kanalharakteristikzu ziehen. Es sei jedoh betont, da� sonst in dieser Arbeit im allgemeinen keineWertdiskretisierung vorausgesetzt wird.Im Kapitel 4.1 wird gezeigt, da� analoge RS-Codes es theoretish erm�oglihen,(nahezu) alle Fehlermuster vom Gewiht e � M � 1 zu korrigieren, wohingegenpraktish bei RS-Codes �uber Galois-Feldern diese maximal zul�assige Fehlerzahl aufe � bM=2 beshr�ankt bleibt, wenn man von den �ublihen algebraishen Deodier-verfahren ausgeht (Bounded Minimum Distane Deoding). Die Korrekturf�ahigkeitanaloger Codes (ohne Wertquantisierung) entspriht derjenigen bei einem unendlihgro�en Galois-Feld.Von besonderer Bedeutung ist das Vorhandensein von Gr�o�enrelationen in CC, diebei endlihen Zahlenk�orpern fehlen. Die Deodierung bleibt daher niht nur auf diebin�are Entsheidung, ob ein Fehler an einer gewissen Codewortstelle aufgetretenist, beshr�ankt; die Amplitude von Fehlern geht nun ebenfalls ein. Es wird daherm�oglih sein, zwishen `gro�en' und `kleinen' Fehlern zu untersheiden. Inwieweitdies m�oglih ist, wird in Kapitel 5 ausf�uhrlih untersuht. Es wird dort die Frage ge-stellt, wie gro� die Amplitude eines `Hintergrundraushens', das allen Komponenteneines Codewortes �uberlagert ist, werden darf, um das AuÆnden von Fehlern gro�erAmplitude, die im folgenden grunds�atzlih als Impulsfehler bezeihnet werden, nohsiherzustellen. In diesem Zusammenhang erfolgt eine neue Beshreibung einer derwihtigsten Deodieralgorithmen, dem Berlekamp-Massey-Algorithmus (BMA), undeine Untersuhung seiner Eigenshaften bei komplexen Toeplitz-Systemen. Die hiergemahten Aussagen sind niht nur auf Codierungsaspekte beshr�ankt und stelleneigentlih den zentralen Punkt der Arbeit dar.Es sei noh auf eine Eigenshaft hingewiesen, die sih ergibt, wenn man von Kwertdiskreten Informationsstellen im `Zeitbereih' ausgeht (beispielsweise von denm m�oglihen Zust�anden der m-PSK) und die restlihen Stellen so berehnet, da� der`Frequenzbereihsvektor' die gew�unshtenM Nullstellen aufweist (systematishe Co-dierung). Diese M Parity-Komponenten liegen zum Teil niht auf den vorgegebenenm�oglihen Zust�anden der Informationsstellen. Es ergibt sih hiermit eine M�oglih-



14 KAPITEL 2. ANALOGE RS- UND BCH-CODESkeit zur Rahmensynhronisation, da nur die Stellen detektiert werden m�ussen, diedeutlih von dem vorgegebenen Raster abweihen. Dabei mu� man jedoh so vor-gehen, da� niht eine einzelne impulsartige St�orung zum Synhronisationsausfallf�uhren kann (z.B. Betrahtung mehrerer Rahmen). Zur Verdeutlihung �nden siheinige Abbildungen im Anhang A.1.In diesem Abshnitt wurden Besonderheiten analoger Codes hervorgehoben, jedohsind auh viele Gemeinsamkeiten mit Codes �uber endlihen Zahlenk�orpern zu nen-nen. Deutlih wird dies in dieser Arbeit insbesondere dann, wenn, der Anshaulih-keit halber, Beispiele �uber Galoisfeldern gew�ahlt werden. Beispielsweise sind her-k�ommlihe Deodieralgorithmen ebenfalls bei analogen Codes anwendbar (eventuellnah geringf�ugigen �Anderungen).Der nun folgende Abshnitt geht, wie bereits in diesem Abshnitt angesprohen,sendeseitig von diskreten Signalzust�anden aus und vergleiht Kanalkapazit�aten beianalogem und diskretisiertem Ausgang bei normalverteiltem Raushen.2.4 Kanalkapazit�aten analoger Kan�alebei diskretem EingangIm folgenden soll ein Vergleih der Kanalkapazit�at bei analogem und diskretisiertem(bin�arem) Ausgang und bin�arem (z.B. PSK) Eingang durhgef�uhrt werden, wobeinormalverteiltes Raushen als St�orung angenommen wird. Die graphishe Darstel-lung erfolgt jeweils in Abh�angigkeit der Bitfehlerwahrsheinlihkeit bei diskretemAusgang.Die hier angegebenen Ergebnisse sind, um es noh einmal zu betonen, auf den Falleines wertdiskreten Eingangsalphabetes bezogen, welhes jedoh in der �ubrigen Ar-beit niht zwingend vorausgesetzt wird. Die Untersuhung ist, neben der allgemeinenMotivation, da� bei analogem Ausgang (und diskretem Eingang) mit einer h�oherenKanalkapazit�at zu rehnen ist, wegen zweier Einzelergebnisse interessant. Es wirddort ersihtlih, da� unter der Voraussetzung zweier Kanalzust�ande, gekennzeih-net durh untershiedlihe Standardabweihungen des Gauss'shen Raushens (un-tershiedliher St�orabstand), der Kanalzustand in gewissem Ma�e aus dem Analog-wert des Ausgangs geshlossen werden kann. Erkennbar wird dies an einer Erh�ohungder Kanalkapazit�at trotz Steigerung der Fehlerwahrsheinlihkeit in einem Kanal-zustand. In Kapitel 8 wird konkret ein Verfahren angegeben, wie man nah analogerDeodierung Aufshlu� �uber den Kanalzustand erh�alt.



2.4. KANALKAPAZIT�ATEN ANALOGER KAN�ALE 15Da die Kanalkapazit�atsberehnungen zum Teil sehr umfangreih werden und dieserAbshnitt lediglih im Rahmen einer Einleitung zu sehen ist, wird an dieser Stellenur f�ur den ersten, vergleihsweise einfahen Fall, die Herleitung angegeben. F�urdie �ubrigen F�alle wird dies detailliert im Anhang A.2 geshehen. Auh wird hierg�anzlih auf die Darstellung von Grundlagen zur Kanalkapazit�at verzihtet (siehehierzu z.B. [45℄, [23℄).Im folgenden bezeihnen xi die (beiden) Eingangszeihen, yi die (beiden) Ausgangs-zeihen nah Shwellwertentsheid und y den analogen Ausgangswert. Die Eingangs-zeihen werden normiert verwendet (+1 und�1) und die Dihte des normalverteiltenRaushens ergibt sih zupy(yj � 1) = 1p2��y e�(y�1)2=2�2y �y = s N02Eb ; (2.6)wobei N0 die einseitige Raushleistungsdihte und Eb die Energie pro Bit kennzeih-net, die hier der Energie pro Zeihen (oder Symbol) ES entspriht.Hieraus folgt die Bitfehlerwahrsheinlihkeit f�ur den entsprehenden diskreten Kanalzu Pe = Z 10 1p2��y e�(y+1)2=2�2y = 12  1 � erfsEbN0! : (2.7)Diesen Zusammenhang und das Kanalmodell des symmetrishen Bin�arkanals zeigendie Abbildungen 2.1 und 2.2.Die Kanalkapazit�at eines diskreten Kanals ergibt sih allgemein zuCDMC = maxP (xj) Qj�1Xj=0 Qi�1Xi=0 P (xj)P (yijxj) log P (yijxj)P (yi) : (2.8)Entsprehend folgt f�ur die Kanalkapazit�at eines Kanals mit analogem AusgangCAWGN = maxP (xj) Qj�1Xj=0 Z +1�1 P (xj)p(yjxj) log p(yjxj)p(y) dy : (2.9)Folgende F�alle werden �ubliherweise untershieden:I ein einziger St�orzustand bestimmt durh Eb=N0,II mehrere (zwei) St�orzust�ande a - nur P (a) bekannt, jedoh niht a selbst -,III mehrere (zwei) St�orzust�ande a - P (a) und a selbst bekannt -,IV mehrere (zwei) St�orzust�ande a - P (a) bekannt, mit Kanalzustandssh�atzungâ, Sh�atzfehlerwahrsheinlihkeit P (âja) bekannt -.



16 KAPITEL 2. ANALOGE RS- UND BCH-CODES

Abbildung 2.1: Bitfehlerwahrsheinlihkeit Pe in Abh�angigkeit desSt�orabstands Eb=N0 in dB
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Abbildung 2.2: Symmetrisher Bin�arkanal



2.4. KANALKAPAZIT�ATEN ANALOGER KAN�ALE 17Modellhaft werden dabei, wie bereits angedeutet, f�ur die F�alle II bis IV zwei nor-malverteilte St�orzust�ande mit untershiedliher Standardabweihung angenommen- im folgenden als `guten' (G) und `shlehten' (B) Zustand bezeihnet -, um zweivershiedene St�orabst�ande wiederzugeben. Zur Beshreibung werden die folgendenParameter herangezogen:b : Wahrsheinlihkeit, da� sih der Kanal im `shlehten' Zust. be�ndet,(1� b) : Wahrsheinlihkeit, da� sih der Kanal im `guten' Zustand be�ndet,Eb=N0jb : St�orabstand im `shlehten' Zustand,Eb=N0jg : St�orabstand im `guten' Zustand,Peb : Bitfehlerwahrsheinlihkeit im `shlehten' Zustand,Peg : Bitfehlerwahrsheinlihkeit im `guten' Zustand.Interessant sind besonders die F�alle II und IV, in welhen sih eine Erh�ohungder Kanalkapazit�at im analogen Fall trotz steigender Bitfehlerwahrsheinlihkeit im`shlehten' Kanalzustand nahe Peb = 0; 5 ergibt (siehe Abbildungen 2.5 und 2.10).Obwohl der Kanalzustand in diesen beiden F�allen niht exakt bekannt ist, ist ausdem Analogwert bei hoher Fehlerwahrsheinlihkeit Peb der Kanalzustand erkenn-bar. Bei Peb = 0; 5 entsprehen sih die Ergebnisse aus II, IV und III (Kanalzustandexakt bekannt). Man vergleihe die Abbildungen 2.5, 2.10 und 2.7.



18 KAPITEL 2. ANALOGE RS- UND BCH-CODESI.) F�ur den Fall nur eines St�orzustands ergibt sih die Kanalkapazit�at bei diskretemAusgang (DMC, disrete memoryless hannel) bekanntlih zuCDMC = 1 + PeldPe + (1� Pe)ld(1� Pe) ; (2.10)worin die Tatsahe eingeht, da� bei einem symmetrishen bin�aren Kanal das Maxi-mum f�ur P (xj) = 1=2 erreiht wird (=) P (yi) = 1=2).Bei analogem Ausgang (AWGN, additive white gaussian noise) folgtCAWGN = 12|{z}P (�1) Z 1�1 p(yj+ 1)ldp(yj+ 1)p(y) dy + 12|{z}P (+1) Z 1�1 p(yj � 1)ldp(yj � 1)p(y) dy(2.11)mit p(y) = 12 1p2��y e�(y�1)2=2�2y + 12 1p2��y e�(y+1)2=2�2y :Abbildung 2.3 zeigt im Vergleih die beiden Kanalkapazit�aten in Abh�angigkeit derBitfehlerwahrsheinlihkeit Pe. (F�ur den AWGN ergibt sih Eb=N0 aus (2.7) bzw.aus Bild 2.1.)

Abbildung 2.3: Kanalkapazit�aten bei analogem und bin�arem Aus-gang in Abh�angigkeit der Bitfehlerwahrsheinlihkeit Pe



2.4. KANALKAPAZIT�ATEN ANALOGER KAN�ALE 19F�ur die weiteren F�alle seien hier nur in K�urze die Ergebnisse in Form einiger Dia-gramme angegeben (Herleitung siehe Anhang).II.) | Zwei St�orzust�ande a, nur P(a) bekannt, jedoh niht a selbst |

Abbildung 2.4: Kanalkapazit�aten in Abh�angigkeit der Kanalzu-standswahrsheinlihkeit b

Abbildung 2.5: Kanalkapazit�aten in Abh�angigkeit der Bitfehler-wahrsheinlihkeit Peb im Zustand B



20 KAPITEL 2. ANALOGE RS- UND BCH-CODESIII.) | Zwei St�orzust�ande a, P(a) und a selbst bekannt |

Abbildung 2.6: Kanalkapazit�aten in Abh�angigkeit der Kanalzu-standswahrsheinlihkeit b

Abbildung 2.7: Kanalkapazit�aten in Abh�angigkeit der Bitfehler-wahrsheinlihkeit Peb im Zustand B



2.4. KANALKAPAZIT�ATEN ANALOGER KAN�ALE 21IV.)| Zwei St�orzust�ande a, P(a) bekannt, mit Kanalzustandssh�atzung â, Sh�atz-fehlerwahrsheinlihkeit P (âja) bekannt |Der Kanalzustandssh�atzung liegt folgendes Modell mit den Sh�atzfehlerwahrshein-lihkeiten �1 und �2 zugrunde (nah [23℄):
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Abbildung 2.8: Modell der Kanalzustandssh�atzung



22 KAPITEL 2. ANALOGE RS- UND BCH-CODES

Abbildung 2.9: Kanalkapazit�aten in Abh�angigkeit der Kanalzu-standswahrsheinlihkeit b

Abbildung 2.10: Kanalkapazit�aten in Abh�angigkeit der BitfehlerwahrsheinlihkeitPeb im Zustand B



Kapitel 3Interpolation, Approximation undDeodierung
In diesem Kapitel werden einige Zusammenh�ange zwishen Interpolations-, Approxi-mationsverfahren und der Deodierung von RS-Codes angegeben. Die Deodierungwird dabei erkennbar als Anwendung von exponentieller und Polynominterpolation.Als Grundlage f�ur die Betrahtungen wird zun�ahst in einem einleitenden Abshnittdie Deodierung von RS-Codes erl�autert.3.1 Deodierung von RS-CodesWie shon bemerkt, soll in diesem Abshnitt kurz die Vorgehensweise bei der Deo-dierung von RS-Codes skizziert werden.Die Fehlerkorrektur erfolgt grunds�atzlih in zwei Shritten:� Bestimmung der Fehlerstellen,� Bestimmung der Fehlerwerte.Die Fehlerwerte seien im folgenden mit fi bzw. in Polynomshreibweise mit f(x)bezeihnet. Im Frequenzbereih resultiert daraus Fi bzw. F (x). Ein empfangenesZeihen ri ergibt sih somit als ri = i + fi ; i 2 C.Zun�ahst de�niert man ein sogenanntes Fehlerstellenpolynom, dessen Nullstellendie Fehlerstellen kennzeihnen. 23



24 KAPITEL 3. INTERP., APPROX. UND DECODIERUNGDe�nition 3.1 Das Fehlerstellenpolynom �(x) sei gegeben durh�(x) = Yi2IF (x � z�i) ;wobei IF die Indexmenge der Fehlerstellen darstellt (IF = fijfi 6= 0g).Entsprehend sei ein Nihtfehlerstellenpolynom de�niert durh�(x) = Yi2IF (x � z�i) ;wobei IF die Indexmenge der fehlerfreien Stellen darstellt (IF = fijfi = 0g).Aus xN � 1 = QN�1i=0 (x� z�i) folgt �(x) = (xN � 1)=�(x).Mit obiger De�nition ergibt sih die als Shl�usselgleihung bekannte Beziehung�(x) � F (x) = �(x) � T (x) � �(x) = T (x) � (xN � 1) = 0 mod (xN � 1) : (3.1)Die KoeÆzienten des Produkts der Polynome �(x) und F (x) ergeben sih aus einer(zyklishen) Faltung der KoeÆzientenvektoren. Sei e die aufgetretene Fehleranzahl,so folgt N�1Xi=0 �i � Fj�i = eXi=0 �i � Fj�i = 0 j = 0; : : : ; N � 1 : (3.2)Der Fehleranteil im Frequenzbereih ist jedoh nur an den Stellen des sogenanntenSyndroms Si direkt ablesbar, das allgemein wie folgt de�niert ist:De�nition 3.2 Als Syndrom bezeihnet man aus dem Empfangswort (Vektor ~r)ermittelte Terme, die nur vom Fehlervektor ~f , jedoh niht vom gesendeten Codewort~, bzw. der zugeh�origen Information abh�angen.Aus De�nition 2.3 ergibt sih beispielsweise die �ublihe Syndromde�nition als Koef-�zienten von R(x) der Grade K; : : : ; N � 1, die bei einem g�ultigen Codewort gleihNull sind.In Gleihung 2.4 wurde eine etwas allgemeinere De�nition von RS-Codes angege-ben. Diese erm�ogliht es, das Syndrom auh an anderer Stelle im Frequenzbereihvorzusehen. Die entsprehenden KoeÆzienten m�ussen lediglih (zyklish) direkt auf-einanderfolgen. Man spriht insbesondere von einem untenliegenden Syndrom, wenndie niedrigsten KoeÆzienten (Stellen 0 bis 2E � 1 im Frequenzbereih) verwendetwerden. De�nition 2.3 kennzeihnet somit ein obenliegendes Syndrom.



3.1. DECODIERUNG VON RS-CODES 25Im Falle eines untenliegenden Syndroms ergibt sih aus Gleihung 3.2eXi=0 �i � Fj�i = eXi=0 �i � Sj�i = 0 j = e; : : : ; 2E � 1 : (3.3)Normiert man das Fehlerstellenpolynom auf den niedrigsten KoeÆzienten(C0 = 1), so ergibt sih hiermit folgendes Gleihungssystem(1;�1;�2; : : : ;�e)0BB� Se S2e. . .S0 Se 1CCA = (0; : : : ; 0) (3.4)mit einer sogenannten Toeplitz-Matrix, die wie folgt de�niert wird:De�nition 3.3 Man spriht von einer Toeplitz-Matrix A, wenn die KoeÆzientenfolgender Bedingung gen�ugen: ai;j = ai+k;j+k :Die bekannten Deodieralgorithmen, wie z.B. Berlekamp-Massey-Algorithmus undEuklidsher Algorithmus, basieren auf dieser Struktur mit gleihen Komponenten inallen Diagonalen. Es ist ebenfalls noh eine andere Shreibweise �ublih { als Hankel-System bezeihnet: 0BB� S2e SeSe S0 1CCA0BBBBB� 1�1...�e
1CCCCCA = 0BBBBB� 00...0

1CCCCCA : (3.5)Hankel-Matrizen sind dabei nihts anderes als gespiegelte Toeplitz-Matrizen.De�nition 3.4 Man spriht von einer Hankel-Matrix A, wenn die KoeÆzientenfolgender Bedingung gen�ugen: ai;j = ai�k;j+k :Die Au�osung der Shl�usselgleihung liefert shlie�lih die KoeÆzienten des Fehler-stellenpolynoms, dessen Nullstellen die Fehlerstellen bezeihnen. Dies erfolgt durh



26 KAPITEL 3. INTERP., APPROX. UND DECODIERUNGrekursive Graderh�ohung des Fehlerstellenpolynoms, dessen wahrer Grad e, welherder Fehleranzahl entspriht, ja niht bekannt ist.An Stelle einer Nullstellensuhe zur Fehlerortbestimmung, kann im diskreten Fallauh eine DFT-R�uktransformation erfolgen, wobei automatish alle m�oglihen z�i�uberpr�uft werden. Die vershwindenden Komponenten i des r�uktransformiertenFehlerstellenpolynoms kennzeihnen also die Fehlerstellen. Diese Vorgehensweisewird im Verlaufe dieser Arbeit auh auf analoge Codes �ubertragen.Das Au�osen des Toeplitz-Systems ist der eigenlih zentrale Teil der Deodierung.Das Ermitteln der Fehlerwerte o�enbart sih dann als nihts anderes als eine Aufgabeder Interpolation durh Polynome. Im Falle komplexer Zahlen kann dies auh alsApproximationsproblem gesehen werden. Diese Aspekte werden insbesondere in dennoh folgenden Abshnitten �uber die Lagrange-Interpolation und die Least-Squares-Approximation verdeutliht.Es lassen sih die Fehlerwerte z.B. durh rekursive Fortsetzung der Beziehung 3.3 mitj = 2E; 2E+1; : : : gewinnen. Fernerhin steht eine als Forney-Algorithmus bekannteVorshrift zur Verf�ugung:fi = ziT (z�i)�0(z�i) mit Tj = � jXi=0 �i Sj�i (3.6)j = 0; 1; : : : ; e� 1 ; T (x) = T0 + T1x+ : : : Te�1xe�1 :Diese folgt unter Zuhilfenahme von Gleihung 3.1 und der Regel von l'Hospital ausfi = 1NF (x)����x=z�i = 1N T (x) � (xN � 1))�(x) �����x=z�i :Im �ubrigen erh�alt man die Fehlerwerte bzw. das korrekte Codewort auh durh L�oseneines Vandermondshen Gleihungssystems. Dabei sind zwei F�alle zu untersheiden:� ausgehend von einer Auswahl K fehlerfreier Stellen im Zeitbereih ermitteltman das Codewort im Frequenzbereih,� ausgehend von e Syndromstellen ermittelt man die Fehlerwerte im Zeitbereih.Erste M�oglihkeit:Bei obenliegendem Syndrom ergibt sih f�ur die ausgew�ahlten Stellen i0; i1; : : : ; iK�1das Gleihungssystem



3.2. PRONYS EXPONENTIELLE INTERPOLATION 27
1N 0BBBBBBBB� 1 z�i0 z�2i0 � � � z�(K�1)i01 z�i1 z�2i1 � � � z�(K�1)i11 ...... ...1 z�iK�1 z�2iK�1 � � � z�(K�1)iK�1

1CCCCCCCCA0BBBBB� C0C1...CK�1
1CCCCCA = 0BBBBB� ri0ri1...riK�1

1CCCCCA : (3.7)
Zweite M�oglihkeit:Bei untenliegendem Syndrom ergibt sih bei Betrahtung der e ersten Syndromstel-len 0BBBBB� (z0)i0 (z0)i1 � � � (z0)ie�1(z1)i0 (z1)i1 � � � (z1)ie�1... ... ...(ze�1)i0 (ze�1)i1 � � � (ze�1)ie�1

1CCCCCA0BBBBB� fi0fi1...fie�1
1CCCCCA = 0BBBBB� S0S1...Se�1

1CCCCCA : (3.8)Nahdem nun die prinzipielle Vorgehensweise bei der Deodierung von RS-Codesdargestellt wurde, sollen in den folgenden Abshnitten Parallelen zwishen Inter-polation (Approximation) und der Deodierung aufgezeigt werden. Diese sind zwarniht v�ollig neu, haben jedoh in der Codierungstheorie bislang nur wenig Beah-tung gefunden. Zusammenh�ange zwishen Codierung und Interpolation wurden vonMandelbaum 1979 [39℄ untersuht. Hier soll jedoh das Augenmerk besonders aufdie Deodierung gerihtet sein. Die Betrahtung von Interpolationsverfahren f�uhrtinsbesondere zu einem vielversprehenden Ansatz zur De�nition eines `neuen' Syn-droms (siehe Kapitel 4.2).Der folgende Abshnitt mag auh als Indiz f�ur die Separierung der Codierungstheorievon der Approximationstheorie gelten. So entwikelten Gorenstein und Zierler einenAlgorithmus, der eigentlih unter dem Namen Prony's urve �tting method l�angstbekannt war.3.2 Pronys exponentielle Interpolation {{ Gorenstein-Zierler-Algorithmus1961 ver�o�entlihten Gorenstein und Zierler [22℄ (siehe auh [46℄) einen Algorith-mus, der identish ist zu einem Verfahren, das Prony in [49℄ bereits 1795 vorstellte.



28 KAPITEL 3. INTERP., APPROX. UND DECODIERUNGIn der Literatur aus den Bereihen Approximationstheorie und Codierung wird seit-her, sogar noh bis zum heutigen Tage, der Algorithmus unter diesen vershiedenenNamen gef�uhrt. Die Gleihheit wurde erst 1967 von Wolf in [67℄ registriert.Es soll nun im folgenden kurz das Verfahren der exponentiellen Approximation bzw.Interpolation nah Prony erl�autert und der Bezug zur Codierungstheorie hergestelltwerden. Die Darstellung orientiert sih dabei an [31℄.Es wird eine Approximation in der Formf(x) = A0ea0x + A1ea1x + : : :+ An�1ean�1x (3.9)bzw. f(x) = A0�x0 + A1�x1 + : : :+ An�1�xn�1 ; �k = eak (3.10)gesuht.Bei der Deodierung entspriht dieses der Beziehung f�ur das Syndrom als Funktionder Fehlerwerte (und -stellen):Sk = fi0(zi0)k + fi1(zi1)k + : : :+ fie�1(zie�1)k : (3.11)F�ur den Fall �aquidistanter St�utzwerte x = 0; 1; : : : ; NS � 1 folgt das Gleihungssy-stem A0 + A1 + : : :+ An�1 = f0A0�10 + A1�11 + : : :+ An�1�1n�1 = f1A0�20 + A1�21 + : : :+ An�1�2n�1 = f2...A0�NS�10 + A1�NS�11 + : : :+ An�1�NS�1n�1 = fNS�1 (3.12)



3.2. PRONYS EXPONENTIELLE INTERPOLATION 29Analog hierzu: fi0 + fi1 + : : :+ fie�1 = S0fi0(zi0)1 + fi1(zi1)1 + : : :+ fie�1(zie�1)1 = S1fi0(zi0)2 + fi1(zi1)2 + : : :+ fie�1(zie�1)2 = S2...fi0(zi0)2E�1 + fi1(zi1)2E�1 + : : :+ fie�1(zie�1)2E�1 = S2E�1 (3.13)
F�ur NS = 2n bzw. e = E l�a�t sih das Gleihungssystem eindeutig l�osen { auf welheWeise, wird Inhalt dieses Abshnittes sein. �Uberbestimmte Systeme mit NS � 2nbzw. E � e k�onnen mit `Least Squares'-Methoden behandelt werden (siehe Kapitel3.4).W�aren die Exponenten bzw. die Terme �i (bzw. zij ) bekannt, so verbliebe nur dievergleihsweise einfahe Aufgabe der Au�osung eines Vandermonde-Systems, dieshon im vorigen Abshnitt angesprohen wurde.Hier handelt es sih jedoh um ein nihtlineares Gleihungssystem in den �i. DieL�osung wird erm�ogliht durh die De�nition eines Polynoms�n � �1�n�1 � �2�n�2 � : : :� �n�1�� �n = 0 (3.14)mit den Nullstellen �i. Diese De�nition entspriht derjenigen des Fehlerstellenpoly-noms in der Codierung.Multipliziert man nun die erste Gleihung aus 3.12 mit �n, die zweite mit �n�1,. . . und die n + 1-te mit �1 und summiert all diese Gleihungen auf, so erh�alt mandie erste Gleihung des folgenden linearen Gleihungssystems:fn�1�1 + fn�2�2 + : : :+ f0�n = fnfn�1 + fn�1�2 + : : :+ f1�n = fn+1...fNS�2�1 + fNS�3�2 + : : :+ fNS�n�1�n = fNS�1 (3.15)Die weiteren Gleihungen ergeben sih, wenn man sukzessive bei der zweiten, dritten,usw. Gleihung beginnt. Das Gleihungssystem ist f�ur NS = 2n direkt l�osbar undweist Toeplitz-Struktur auf. Eben dieses Gleihungssystem wurde shon im vorigenAbshnitt zur Ermittlung des Fehlerstellenpolynoms angegeben.Es folgt dann die Ermittlung der Nullstellen des eingef�uhrten Polynoms und anshlie-�end die Berehnung der KoeÆzienten Ai (Fehlerwerte) aus dem Vandermonde-Sys-



30 KAPITEL 3. INTERP., APPROX. UND DECODIERUNGtem.Exponentielle Interpolation nah Prony ist somit v�ollig identish zum Problem derFehlerkorrektur.3.3 Lagrange-Interpolation zurFehlerwertberehnungDie Lagrange-Interpolation ist eine Darstellungsform der Polynominterpolation un-ter Verwendung sogenannter Kroneker-Deltas. Diese sind wie folgt de�niert:De�nition 3.5 Unter Kroneker-Delta Æij versteht man eine (diskrete) Funktionmit der Eigenshaft Æji = ( 1 falls i = j0 falls i 6= j :F�ur die hier beabsihtigte Anwendung sei die Delta-Funktion in `kontinuierliher'Form jedoh wie folgt festgelegt:Æj(�) = ( 1 falls � = z�ij0 falls � 6= z�ij : (3.16)Hiermit ergibt sih die Interpolation f�ur das Frequenzbereihspolynom ausgehendvon K fehlerfreien St�utzwerten (erste M�oglihkeit in Abshnitt 3.1):C(�) = K�1Xj=0 Æj(�) � rj : (3.17)Da C(�) bei obenliegendem Syndrom als gradbeshr�anktes Polynom mit einem Ma-ximalgrad von K � 1 festgelegt ist, mu� das Kroneker-Delta Æj(�) noh der Bedin-gung Grad fÆj(�)g = K � 1gen�ugen. Hiermit folgtÆj(�) = Yk = 0; : : : ; K � 1k 6= j (� � z�ik), Yk = 0; : : : ; K � 1k 6= j (z�ij � z�ik) =



3.3. LAGRANGE-INTERPOLATION 31= QK�1k=0 (� � z�ik)(� � z�ij ) � h ��� QK�1k=0 (� � z�ik)i�=z�ij : (3.18)Durh Einsetzen von � = z�i in 3.17 erh�alt man die �ubrigen Codewortstellen (imZeitbereih).Die zweite M�oglihkeit in Abshnitt 3.1 ist einer Lagrange-Beshreibung niht zu-g�anglih, da das Polynom f(x), dessen KoeÆzienten die Fehlerwerte selbst darstel-len, niht gradbegrenzt ist. Solhe Polynome werden in der angloamerikanishenLiteratur als `sparse' (d�unnbesetzt) bezeihnet. Hierf�ur existieren spezielle Interpo-lationsalgorithmen. Der interessierte Leser sei hierzu auf [35℄ und die dort zitierteLiteratur verwiesen.Um die Problematik jedoh noh etwas genauer zu erl�autern, sei einmal der{ nat�urlih zum Sheitern verurteilte { Lagrange-Ansatz hierf�ur angegeben:f(�) = e�1Xi=0 Æj(�)SjGrad fÆj(�)g = maxk2[0;e�1℄fikgÆj(�) = Qe�1k=0(� � zk)(� � zj) � h ��� Qe�1k=0(� � zk)i�=zj � Lj(�) :Es ersheint hier ein unbestimmter Anteil Lj(x) der aus der Gradbedingung folgt(Grad fLj(�)g = maxk2[0;e�1℄fikg � e+ 1).Eine zu Lagrange �aquivalente Polynominterpolation liefert das sogenannte Newton-Verfahren, dessen Beshreibung jedoh auf das n�ahste Kapitel 4.2 zur�ukgestelltwerden soll. Dort wird unter Zuhilfenahme dieses Verfahrens ein neues Syndromde�niert, das vielversprehende Eigenshaften aufweist.(Zusammenh�ange zwishen Codierung und Lagrange-Interpolation wurden auh vonHsueh, Wang und Lee in [32℄ betrahtet.)



32 KAPITEL 3. INTERP., APPROX. UND DECODIERUNG3.4 Least-Squares-Approximationzur FehlerwertberehnungDie Anwendung von Methoden der kleinsten Quadrate (Least Squares) gewinntnat�urlih bei der Untersuhung analoger Codes an Bedeutung. Insbesondere er�o�-net sih hiermit die M�oglihkeit der Ausnutzung aller zur Verf�ugung stehender Glei-hungen zur Fehlerwertbestimmung. Bei endlihen Zahlenk�orpern hingegen, sind�uberbestimmte Gleihungssysteme wegen des Fehlens von Gr�o�enrelationen von un-tergeordneter Bedeutung (lediglih zus�atzlihe Kontrollm�oglihkeit). Weiterhin isteine Wihtung einzelner Gleihungen m�oglih, was wiederum das Einarbeiten vonZusatzinformation, die beispielsweise den Kanalzustand kennzeihnet, erlaubt.Beshreibungen zur Least-Squares-Approximation �nden sih eigentlih in jedemLehrbuh der Numerik, `Praktishen' Mathematik und Approximationstheorie (ins-besondere erw�ahnt seien hier [4℄, [31℄, [12℄ und [45℄). Die Herleitung der sogenanntenNormalgleihungen f�ur den komplexen Fall wird im folgenden kurz skizziert.Minimierungsproblem: Eine Funktion f(x), vorgegeben an endlih vielen St�utz-stellen xi (St�utzwerte fi, Anzahl NS), soll im Sinne der kleinsten Quadrate an diesenSt�utzstellen durh eine Linearkombination von n < NS Elementarfunktionen �j(x)angen�ahert werden. Xi wi ������fi � n�1Xj=0 aj � �j(xi)������2 �! min (3.19)Hierbei stellt wi � 0 eine Wihtung der jeweiligen St�utzstelle dar.Dieses Minimum wird dann erreiht, wenn die Normalgleihungenhwi 24n�1Xj=0 aj � �j(xi) � fi35 ; ��k(xi)ii = 0 ; k = 0; : : : ; n� 1 (3.20)(�: konjugiert komplex) erf�ullt sind. Hierbei kennzeihnet hai; biii das Skalarproduktvon Vektoren ~a und~b, deren Komponenten mit i indiziert sind. (Die Vektoren werdendabei oft mit tab(f) bezeihnet.) Umstellen obiger Gleihung ergibtn�1Xj=0hwi�j(xi) ; ��k(xi)ii � aj = hwifi ; ��k(xi)ii : (3.21)Die Normalgleihungen sollen hier niht bewiesen werden { statt dessen soll beispiel-haft eine Veranshaulihung im dreidimensionalen Raum angegeben werden.



3.4. LEAST-SQUARES-APPROXIMATION 33Soll ein Vektor im dreidimensionalen Raum durh zwei Vektoren soapproximiert werden, da� der Fehler im Sinne des Betragsquadrates mi-nimal wird, so mu� der Fehler (P aj~�j � ~f) selbst orthogonal zu derEbene stehen, die durh die beiden Repr�asentanten (Vektoren ~�1 und~�2) aufgespannt wird. (siehe Bild 3.1)

 q
�
~

~f
~�1 ~�2

P aj ~�j � ~f
P aj ~�j

Abbildung 3.1: Veranshaulihung der NormalgleihungenDie Normalgleihungen werden nun f�ur die beiden shon oben angesprohenen F�allespezialisiert. Diese sind:I ausgehend von allen fehlerfreien Stellen im Zeitbereih, ermittelt man dasCodewort im Frequenzbereih,II ausgehend von allen Syndromstellen, ermittelt man die Fehlerwerte im Zeit-bereih.



34 KAPITEL 3. INTERP., APPROX. UND DECODIERUNGI.) Die Menge der Fehlerstellen sei im folgenden wieder mit IF , diejenige der Niht-fehlerstellen mit IF bezeihnet.Die fehlerfreien Stellen ri ; i 2 IF ergeben sih gem�a� der DFT zuri = 1N K�1Xk=0 Ck(z�i)k : (3.22)Die Elementarfunktionen sind somit�k(x) = xk=N : (3.23)Hiermit ergeben sih die Normalgleihungen zuK�1Xk=0 Ck=N 264Xi2IF wi(z�i)k � (z�i)��375 = Xi2IF wiri(z�i)�� ; � = 0; : : : ; K � 1 : (3.24)In Matrixshreibweise:1N 26666664 Pi2IF wi Pwizi(�1+0) � � � Pwizi(�K+1+0)Pwizi(0+1) Pwi ...... . . . ...Pwizi(0+K�1) � � � � � � Pwi
37777775 2666664 C0C1...CK�1

3777775 =
= 2666664 Pi2IF wiriPwiriz1i...Pwiriz(K�1)i 3777775 : (3.25)Au�osen dieses hermiteshen Gleihungssystems liefert das Codewort im Frequenz-bereih.II.) Das Syndrom ergibt sih aus den Fehlerwerten gem�a� der DFT zuSk = Xi2IF fi(zk)i : (3.26)Die Elementarfunktionen sind somit



3.4. LEAST-SQUARES-APPROXIMATION 35�i(x) = xi : (3.27)Hiermit ergeben sih die Normalgleihungen zuXi2IF fi "Xk wk(zk)i � (zk)��# = Xk wkSk(zk)�� ; � 2 IF : (3.28)In Matrixshreibweise:26666664 Pk wk Pwkzk(i2�i1) � � � Pwkzk(ie�i1)Pwkzk(i1�i2) Pwk ...... . . . ...Pwkzk(i1�ie) � � � � � � Pwk
37777775 2666664 fi1fi2...fie

3777775 = 2666664 Pk wkSkz�ki1PwkSkz�ki2...PwkSkz�kie
3777775 :(3.29)Au�osen dieses hermiteshen Gleihungssystems liefert nunmehr die Fehlerwerte imZeitbereih.Die oben eingef�uhrten Gewihtsfaktoren erlauben auf einfahe Weise, Kanalzustands-information zu ber�uksihtigen, was bei herk�ommlihen Blokodes nur sehr be-grenzt m�oglih ist (siehe z.B. [8℄).In einem sp�ateren Kapitel zum Vergleih von Tiefpa��lterung und Fehlerkorrektur�nden sih Simulationsergebnisse, die unter anderem mit Least-Squares-Korrekturnah II.) erhalten wurden. Es soll daher an dieser Stelle auf Beispielrehnungenverzihtet werden.Im folgenden, dem letzten Abshnitt dieses Kapitels wird noh der Zusammenhangzwishen der Approximation durh Kettenbr�uhe (ontinued frations) und dem Eu-klidshen Algorithmus, der anstelle des BMA als Deodieralgorithmus Verwendung�ndet, kurz angesprohen.



36 KAPITEL 3. INTERP., APPROX. UND DECODIERUNG3.5 Euklidsher Algorithmus undApproximation mit Kettenbr�uhenDie Approximation durh Kettenbr�uhe entstand ehemals als Vorgehensweise zurDarstellung von reellen Zahlen durh ganze Zahlen.Diese Entwiklung ergibt sih dann wie folgt1:s 2 IR ; ai 2 ZZ ; ri 2 IR ^ 0 < jrij < 1s = a0 + r0= a0 + 1a1 + r1= a0 + 1a1 + 1a2 + r2= a0 + (a1 + (a2 + : : :+ (an�1 + (an + rn)�1)�1 : : :)�1
a0 = bsan = $ 1rn�1% ; n � 1 (falls rn�1 6= 0)r0 = s � a0rn = 1rn�1 � anDie Kettenbruhentwiklung ergibt sih somit aus fortgesetztem Abspalten des nihtganzzahligen Restes und dessen Darstellung durh seinen Kehrwert.Bringt man den Kettenbruh jeweils in die rationale Darstellungs = An(an + rn) +BnCn(an + rn) +Dn ; (3.30)so ergeben sih { wenn man die Reste zu Null setzt { Rekursionen f�ur den Z�ahler,den Nenner und den Approximationsfehler.1Die Darstellung orientiert sih dabei zun�ahst an einer Ver�o�entlihung von Welh und Sholz1979 ([63℄).



3.5. EUKLIDSCHER ALG. UND APPROX. MIT KETTENBR�UCHEN 37Der rekursiv auftretende Quotient seisn = PnQn bei rn = 0 : (3.31)Pn = Anan +Bn Qn = Cnan +Dn (3.32)Vergleiht man Gleihung 3.30, wobei n ersetzt wird durh n+1 mit Gleihung 3.30,wobei rn ersetzt wird durh (an+1 + rn+1)�1, so erh�alt manAn+1 = Pn Bn+1 = Pn�1 Cn+1 = Qn Dn+1 = Qn�1 ; (3.33)und mit den Gleihungen 3.32 folgen shlie�lih die Rekursionsbeziehungen f�urZ�ahler und Nenner Pn+1 = an+1Pn + Pn�1 (3.34)Qn+1 = an+1Qn + Qn�1 (3.35)mit den AnfangsbedingungenP0 = a0 Q0 = 1 P�1 = 1 Q�1 = 0 : (3.36)Ebenso l�a�t sih eine Rekursion bei Betrahtung des Approximationsfehlers angeben:s � PnQn = RnQn Rn = s �Qn � Pn (3.37)=) Rn+1 = an+1Rn + Rn�1 mit R�1 = �1 ; R0 = s� a0 = r0 (3.38)an = $�Rn�2Rn�1% (3.39)(n�aheres hierzu siehe [63℄).



38 KAPITEL 3. INTERP., APPROX. UND DECODIERUNG�Ubertr�agt man die zuvor dargestellte Approximation mit Kettenbr�uhen auf Po-tenzreihen, so entspr�ahe beispielsweise der reellen Zahl s die Potenzreihes(x) = 1Xj=0 sjxd�j ; s0 6= 0 : (3.40)Vergleihbar den ganzen Zahlen w�are dannp(x) = dXj=0 pjxd�j : (3.41)Der Euklidshe Algorithmus ermittelt bekanntlih den GGT zweier Polynome m(x)und n(x) (oder ganzer Zahlen m und n). Die Vorgehensweise ist dabei wie folgt:r0�2 = 1m+ 0nr0�1 = 0m+ 1nr0�2 = a0r0�1 + r00 r00 = 1m� a0nr0�1 = a1r00 + r01 r01 = q1m+ p1nr00 = a2r01 + r02 ...... ...r0k�2 = akr0k�1 + r0k r0k = qkm + pkn... ...r0t�2 = atr0t�1 + r0t r0t : letzter Rest 6= 0 �! GGT (m;n)r0t�1 = at+1r0t + 0
(3.42)

ai = $r0i�2r0i�1% (3.43)F�ur r0�2r0�1 ergibt sih folgender Kettenbruhr0�2r0�1 = a0 + 1r0�1=r00 = a0 + 1a1 + 1r00=r01 = a0 + 1a1 + 1a2 + 1r01=r02 = : : : (3.44)Vergleiht man mit der Darstellung oben, so entsprehen sihr0i�2r0i�1 � s ai = $r0i�2r0i�1% � $ 1ri�1% : (3.45)



3.5. EUKLIDSCHER ALG. UND APPROX. MIT KETTENBR�UCHEN 39Der Euklidshe Algorithmus, der bei der Deodierung ein m�oglihes L�osungsverfah-ren des Toeplitz-Systems darstellt, liefert somit die Kettenbruhapproximation desQuotienten zweier Polynome.Bemerkungen� Neuere Ver�o�entlihungen zeigen die �Aquivalenz von Berlekamp-Massey-Algo-rithmus und Euklidshem Algorithmus ([13℄, insbesondere aber [17℄)� Es bestehen weitere Zusammenh�ange zwishen Euklidshem Algorithmus undder sogenannten Pad�e-Approximation, einem Verfahren zur Approximationvon Potenzreihen durh Quotienten von Polynomen bestimmten Grades. Stim-men Z�ahler- und Nennergrad �uberein, so f�uhrt dies auf ein Toeplitz-System,das Gleihung 3.4 entspriht (siehe [10℄).



Kapitel 4Konstruktive Beweise zurKorrekturf�ahigkeit analoger Codes
In Kapitel 2.3 wurde bereits die h�ohere Korrekturf�ahigkeit analoger Codes im Ver-gleih zu herk�ommlihen RS-Codes angesprohen. Die folgenden beiden Abshnittesollen der n�aheren Betrahtung dieser Eigenshaft gewidmet sein. Mit zwei unter-shiedlihen konstruktiven Beweisen wird gezeigt, da� analoge RS-Codes es erlauben,`nahezu' alle Fehlermuster vom GewihtM�1 zu korrigieren, wennM Parity-Stellenvorhanden sind. Insbesondere der zweite, in dieser Arbeit vorgestellte Beweis lieferteine vielversprehende De�nition eines neuen Syndroms, indem Eigenshaften derNewton-Interpolation ausgenutzt werden. Der erste Abshnitt soll jedoh zun�ahstden urspr�unglihen Beweis aus der shon zitierten Ver�o�entlihung von Wolf ([68℄)wiedergeben.4.1 Beweis nah J.K. WolfDer Beweis von Wolf geht davon aus, da� an den e Fehlerstellen keine diskreten,sondern zuf�allige kontinuierlihe Fehlerwerte auftreten. Die �ubrigen Stellen des Co-dewortes seien fehlerfrei.Zun�ahst ist ohne Beweis einsihtig, da� eine Anzahl von bis zu b(dh�1)=2 = bM=2Fehlern mit herk�ommlihen Deodierverfahren korrigiert werden k�onnen. Dieses Er-gebnis ist von herk�ommlihen RS-Codes her bekannt. Hierbei ist der betrahteteZahlenk�orper ohne Belang, lediglih die Anzahl der Fehler in Relation zur Hamming-Distanz ist von Interesse. Man bedenke dabei, da� vorausgesetzt wurde, alle �ubrigenStellen, au�er den Impulsfehlerstellen, seien v�ollig fehlerfrei. Es wurde an dieser Stel-40



4.1. BEWEIS NACH J.K. WOLF 41le auh absihtlih niht die ebenfalls in Kapitel 2 eingef�uhrte `analoge' Distanz da;bverwendet, obwohl sie hier bei geeigneter Wahl der Parameter a und b zu dh �aqui-valent ist. Man beahte ebenfalls, da� dh � 1 die Anzahl der von einem Codewortniht verwendeten Dimensionen kennzeihnet. Diese Bedeutung ist niht von derWahl des Zahlenk�orpers abh�angig. Es sollte vielleiht auh betont werden, da� Eu-klidshe Distanzen hier ebenfalls niht betrahtet werden, da an die Aufgabe einerImpulsfehlerkorrektur gedaht ist. Ferner wurde auh keine Wertdiskretisierung desCodewortalphabetes angenommen, die Voraussetzung f�ur eine Korrektur hinsihtlihgeringer Euklidsher Distanzen w�are.RS-Codes haben nun die Eigenshaft, da� ausgehend von K beliebigen fehlerfreienCodewortsymbolen das gesamte Codewort rekonstruiert werden kann (siehe auhdie Ausf�uhrungen zur Lagrange-Interpolation, `MDS' ). Sind nun K + 1 Stellen feh-lerfrei, so f�uhrt jede der �K+1K � = K + 1 Auswahlen von K rihtigen Stellen zumurspr�unglihen Codewort. Sind die Fehlerwerte kontinuierlih und zuf�allig, so gehtdie Wahrsheinlihkeit gegen Null, da� zwei fehlerbehaftete Auswahlen zu demselbenCodewort geh�oren. Zur Fehlerkorrektur m�ussen also lediglih zwei der insgesamt �NK�Auswahlen das gleihe Codewort { das fehlerfreie { ergeben. Somit ist der folgendeSatz bewiesen.Satz 4.1 Analoge RS-Codes mitM Pr�ufstellen erlauben die Korrektur von (nahezu)allen Fehlermustern des Gewihts M � 1, wenn die Fehler zuf�allige kontinuierliheWerte annehmen.Der zitierte Beweis ist zwar konstruktiv, jedoh als Deodierverfahren aus Aufwands-gr�unden ungeeignet. Um dies zu demonstrieren, wird kurz die Wahrsheinlihkeit desKorrekturversagens in Abh�angigkeit der Anzahl der Stihproben und der Fehleran-zahl e berehnet.Sind e Fehler aufgetreten, so ist die Wahrsheinlihkeit, bei einer Stihprobe Krihtige Stellen zu entnehmen, gegeben durhP = �N�eK ��NK� : (4.1)Es werde im folgenden die Tatsahe unber�uksihtigt gelassen, da� gleihe Stih-proben niht mehrmals entnommen werden, d.h. die Wahrsheinlihkeit eine i-tekorrekte als j-te Stihprobe zu erhalten



42 KAPITEL 4. KORREKTURF�AHIGKEIT ANALOGER CODES
P = �N�eK �� (i� 1)�NK�� (j � 1) ; (4.2)wird gen�ahert durh P gem�a� Gleihung 4.1.Die Wahrsheinlihkeit, da� i von r Stihproben K fehlerfreie Stellen erfassen, be-tr�agt Pi =  ri!P i(1� P )r�i : (4.3)Die Gesamtwahrsheinlihkeit mit r Stihproben das urspr�unglihe Codewort zuermitteln, ergibt sih hiermit zu

P (r) = min(r;(N�eK ))Xi=2  ri!P i(1� P )r�i (2 � r �  NK!�  N � eK !+ 2) : (4.4)Bild 4.1 zeigt beispielhaft die Wahrsheinlihkeit f�ur Korrekturversagen (1� P (r))in Abh�angigkeit der Anzahl r der Stihproben und der Fehleranzahl e. Man erkennt,da� die Anzahl der ben�otigten Stihproben stark mit der Anzahl der Fehler zunimmt.Dieser Abshnitt weist die h�ohere Korrekturf�ahigkeit analoger gegen�uber der her-k�ommliher Codes (bei praktikablen Galoisfeldgr�o�en) nah, allerdings fehlt bislangein praktikabler Algorithmus, um diese Eigenshaft zu nutzen. Auh der folgendeAbshnitt wird letztlih kein Deodierverfahren liefern, jedoh wird dort ein Syn-drom de�niert, das n�aheren Bezug sowohl zum Zeitbereihsodewort { fehlerfreieBereihe sind sofort als solhe zu erkennen {, als auh zum herk�ommlihen, durh`DFT' (im Sinne von Generalized RS-Codes) ermittelten Syndrom hat. Dieses `neue'Syndrom stellt siherlih zumindest einen vielversprehenden Denkansatz zur Ent-wiklung eines Deodierverfahrens dar.
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Abbildung 4.1: Wahrsheinlihkeit f�ur Korrekturversagen (1�P (r))in Abh�angigkeit der Anzahl r der Stihproben und der Fehleranzahle4.2 Das Newton-Verfahren zur Interpolation undDe�nition eines `neuen' SyndromsDas Newton-Verfahren erweist sih f�ur Deodieranwendungen als sehr vielverspre-hende Darstellungsform der Polynominterpolation. Bei gegebenem Maximalgrad n(St�utzstellenzahl n + 1) wird folgender Ansatz verwendet:f(x) = f [x0℄ + (x� x0)f [x0; x1℄ + (x� x0)(x� x1)f [x0; x1; x2℄ + : : :: : :+ (x� x0) � � � (x� xn�1)f [x0; : : : ; xn℄ ( +E(x) ) (4.5)Die sogenannten Divided Di�erenes f [x0; : : : ; xk℄ sind dabei gegeben durh:f [x0℄ = f(x0)f [x0; x1℄ = f [x1℄�f [x0℄x1�x0...f [x0; : : : ; xk℄ = f [x1;:::;xk℄�f [x0;:::;xk�1℄xk�x0 : (4.6)



44 KAPITEL 4. KORREKTURF�AHIGKEIT ANALOGER CODESPermutationen der St�utzstellen bleiben ohne Einu� auf das Interpolationspolynom.Die Komponenten eines RS-Codewortes wurden oben (De�nition 2.6) als Funktions-werte eines Polynoms vom GradK�1 an �aquidistanten Stellen auf dem Einheitskreisi = 1NC(z�i) = 1N K�1Xk=0 Ck � (z�i)k ; z = ej 2�Nbeshrieben. Daher bietet es sih an, eine Operatorshreibweise einzuf�uhren:�1i = 1NC(z�(i+1))� 1NC(z�i)z�(i+1) � z�i (4.7)�ki = �k�1i+1 ��k�1iz�(i+k) � z�i : (4.8)Analog zur Di�erentiation von Polynomen vom Grad K � 1 giltSatz 4.2 f [i; : : : ; i+K℄ = 0 bzw. �Ki = 0Diese Eigenshaft folgt sofort aus obigem Interpolationsansatz (Gleihung 4.5).Beweis der Korrekturf�ahigkeitBei zuf�alligen kontinuierlihen Fehlern geht die Wahrsheinlihkeit gegen Null, da�die fehlerbehafteten Stellen des empfangenen Wortes genau einem Polynom vomGradK�1 entsprehen. Betrahtet man nun das Shema der Erzeugung der DividedDi�erenes in Bild 4.2, so erkennt man, da� eine K-te Divided Di�erene nur dannvershwindet, wenn K+1 St�utzstellen zu einem Polynom vom Grad K�1 geh�oren.Sind K + 1 = N � M + 1 Stellen fehlerfrei, so erh�alt man nah maximal � NK+1�Permutationen der St�utzstellen eine Null an einer der K-ten Divided Di�erenes.Dies beweist die Korrekturf�ahigkeit analoger RS-Codes und zeigt gleihzeitig dieM�oglihkeit auf, ein `neues' Syndrom zu de�nieren. Es er�o�nen sih hierzu zweiAlternativen.Zun�ahst kann man die K-ten Divided Di�erenes direkt als Syndrom verwenden(siehe Bild 4.2). Sie erlauben das sofortige Erkennen fehlerfreier Bereihe der L�angeK + 1. Hieraus ist dann das gesamte Codewort rekonstruierbar. Dies bedeutet, da�ein eventuell sih anshlie�ender Deodieralgorithmus entfallen kann, sobald das sode�nierte Syndrom eine Nullstelle aufweist. Im Falle maximaler Fehlerzahl emax =M � 1 f�uhrt ein Anteil von Nemax!(N � emax)!=N ! = N=� Nemax� aller m�oglihen
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Abbildung 4.2: Newton-Shema zur Erzeugung der Divided Di�erenesPermutationen auf eine vershwindende Syndromstelle. Aus Aufwandsgr�unden istjedoh der Einsatz von Permutationen zur Korrektur bei gr�o�erer Fehlerzahl nihtvon Interesse (ebenso wie im vorigen Abshnitt).Die zweite Alternative der Syndromde�nition geht von den Divided Di�erenes aus,die auh in die Interpolationsvorshrift, Gleihung 4.5, eingehen, wenn man sie biszum Grad N � 1 fortsetzt. Die verwendeten Elemente des Newton-Shemas zeigtebenfalls Bild 4.2. Dieses Syndrom weist einfahe Zusammenh�ange zu einem Syn-drom auf, das �uber eine `DFT' im Sinne von Generalized RS-Codes gebildet wird:	j = N�1Xi=0 riq0i�ji ; j = 0; 1; : : : ;M � 1 : (4.9)Mit q0i = 1 und �i = zi erhielte man die �ublihe DFT. Es l�a�t sih zeigen, da�f [x0; : : : ; xn�1℄ genau 	0 entspriht. Die �ubrigen Syndrome 	i folgen rekursiv ausden Divided Di�erenes.



46 KAPITEL 4. KORREKTURF�AHIGKEIT ANALOGER CODESDer Zusammenhang mit dem verallgemeinerten DFT-Syndrom wurde niht von demVerfasser erarbeitet. Daher wird auf eine genaue Darstellung hier verzihtet. Statt-dessen sei auf die Ver�o�entlihung von B. Dorsh [19℄ und die in K�urze ersheinendeArbeit meines Kollegen H. Shneider verwiesen.Stihpunktartig sollen noh einige wihtige vorteilhafte Eigenshaften des Newton-Verfahrens zusammengestellt werden.� Ausgel�oshte (niht oder zu unsiher empfangene) Stellen k�onnen im Newton-Shema einfah weggelassen werden. (Vergleihe hierzu das Vorgehen bei derBildung des herk�ommlihen DFT-Syndroms im Falle von Ausl�oshungen inz.B. [6℄, das doh etwas mehr Aufwand bedeutet.)� Sukzessives Anf�ugen nahtr�aglih empfangener Stellen ist leiht m�oglih |adaptive Codierung. (Eine vergleihende Betrahtung f�ur das herk�ommliheSyndrom wird ebenfalls Inhalt der Dissertation meines Kollegen sein.)� Das Newton-Shema ist durh Parallel- und Pipeline-Strukturen darstellbar.Auh wenn in diesem Abshnitt kein Deodieralgorithmus auf der Basis des New-ton-Verfahrens vorgestellt werden konnte, so sind die hier gemahten �Uberlegungensiherlih ein Denkansatz zur Entwiklung eines solhen.Zum Abshlu� dieses Abshnitts sollen noh einige Bemerkungen angef�ugt werden.Parallelen der hier dargestellten Beweisidee zu derjenigen nah J.K. Wolf besteheninsofern, als �Kr(i) = 0 gleihzeitig bedeutet, da� �K�1r(i) = �K�1r(i + 1).Anders ausgedr�ukt hei�t das, da� zwei Entnahmen einer Anzahl von K Stellen diegleihe Divided Di�erene liefern m�ussen um K + 1 fehlerfreie Stellen auszuweisen.Bei dem Beweis nah Wolf mu�ten mindestens zwei Entnahmen nah Neuodierungdas gleihe Gesamtodewort ergeben.Vergleih Error Trapping { Newton{VerfahrenPermutationsdeodierer erreihen, wie der Name shon sagt, durh Permutationen,da� Fehlerstellen in den `Pr�ufteil' eines Codewortes gelegt werden. Anwendung derPr�ufmatrix H liefert dann sofort das Fehlermuster (siehe z.B. [65℄).Mit Error Trapping bezeihnet man ein Deodierverfahren, das als Permutationennur zyklishe Vershiebungen zul�a�t (De�nition nah [65℄). Es m�ussen daher K auf-einanderfolgende Stellen fehlerfrei sein. Er folgt daraus das maximale Fehlergewiht,bei dem alle Fehlermuster korrigiert werden k�onnen, zu



4.2. DAS NEWTON-VERFAHREN 47emax = �N � 1K � < NK : (4.10)Bei der Syndromerzeugung mit dem Newton-Verfahren ist die Deodierung dannleiht durhf�uhrbar, wenn ein fehlerfreier Bereih der L�ange K + 1 vorhanden ist,was dann erf�ullt ist, wenn e < NK + 1 (4.11)Das Newton-Verfahren erlaubt jedoh zus�atzlih beliebige Permutationen, ohne aufZugeh�origkeit zur Automorphismengruppe ahten zu m�ussen, wie dies bei der Per-mutationsdeodierung der Fall ist.Mit dem hier vorgestellten interessanten Verfahren zur Syndromerzeugung werdendie Betrahtungen zum `Umfeld' analoger Codierung in Form von Interpolationund Approximation vorerst verlassen. Im n�ahsten und zentralen Kapitel dieser Ar-beit folgen Untersuhungen zu den Eigenshaften analoger Codes bei Anwendungherk�ommliher Deodierverfahren.



Kapitel 5Einu� von `Hintergrundraushen'| Konditionierung desDeodierproblems
In diesem Abshnitt wird die Ermittlung der Fehlerstellen ausf�uhrlih untersuht.Die Fehlerstellen werden dabei auf herk�ommlihe Weise durh Au�osen des Shl�us-selgleihungssystems 3.4 und R�uktransformation des Fehlerstellenpolynoms bestimmt.Es wird im folgenden zwishen zu korrigierenden Fehlern, als Impulsfehler bezeih-net, und zus�atzlihen Fehlern kleinerer Amplitude, die allen Codewortstellen �uber-lagert sind (`Hintergrundraushen'), untershieden. Der Einu� dieses Hintergrund-raushens auf die AuÆndbarkeit der Impulsfehler-Stellen soll hier Gegenstand ge-nauerer Betrahtungen sein.Zus�atzlih wird in Abshnitt 5.3.2 eine besonders anshaulihe und leiht verst�and-lihe Beshreibung des Berlekamp-Massey-Algorithmus angegeben, die insbesonderegro�e didaktishe Vorz�uge gegen�uber Masseys Darstellung besitzt. Viele, auh f�urdie durhgef�uhrten Konditionsbetrahtungen n�utzlihe Eigenshaften, sind nur ausdieser Art der Formulierung leiht erkennbar.5.1 SimulationsergebnisseErgebnisse einiger Simulationen sollen zun�ahst einen ersten Einblik in die Proble-matik vermitteln.Wie shon angesprohen, steht die Ermittlung der Fehlerstellen im Vordergrund.48



5.1. SIMULATIONSERGEBNISSE 49Nah Au�osen des Toeplitz-Systems werden jedoh, um es noh einmal zu betonen,niht etwa die komplexen Nullstellen des Fehlerstellenpolynoms gesuht, sonderndieses wird, wie im diskreten Fall, einer DFT-R�uktransformation unterworfen. EineNullstellensuhe w�are auh praktish niht durhf�uhrbar.Anstelle der Nullstellen des r�uktransformierten Fehlerstellenpolynoms, die die Feh-lerstellen kennzeihneten, sind bei Vorhandensein von Hintergrundraushen jedohbestenfalls Betragsminima an diesen Stellen zu erwarten. Solange die Betragsmini-ma auh wirklih den Fehlerstellen entsprehen, ist eine Korrektur m�oglih. Ein Ma�f�ur die G�ute der AuÆndbarkeit der Fehlerstellen sei wie folgt de�niert:De�nition 5.1 Ein Ma� f�ur die G�ute der FehlerauÆndbarkeit sei gegeben durhQ = minnjijfehlerfreie StellenomaxnjijFehlerstelleno :Ist Q > 1, so sind alle aufgetretenen Impulsfehler auÆndbar, und jij an Impulsfeh-ler-freien Stellen untershreitet niht die Betr�age an Impulsfehler-Stellen.Es werden nun die Ergebnisse zweier Simulationen dargestellt, wobei im ersten Fallgleihverteiltes (in einem Intervall), im zweiten normalverteiltes Hintergrundrau-shen zugrunde gelegt wurde.5.1.1 Gleihverteiltes HintergrundraushenDie Simulation mit in einem Intervall gleihverteiltem Hintergrundraushen zeigtdie Abh�angigkeit des oben de�nierten G�utema�es Q vom jeweils aufgetretenen Ma-ximalwert des Raushens (niht der variierten Intervallgrenze) und der Anzahl derImpulsfehler e.F�ur die Impulsfehler wurden eine konstante Amplitude jBj und gleihverteilte Phasegew�ahlt. Die Abbildungen zeigen jeweils 5000 Simulationsergebnisse.Da ein doppelt logarithmisher Ma�stab verwendet wurde, weist der linear verlau-fende Mittelwert in den Darstellungen auf ein prinzipiell hyperbolishes Verhaltenhin. Man k�onnte diese allm�ahlihe, asymptotishe Ann�aherung anQ = 0 mit steigen-der Raushamplitude als Hinweis auf ein vergleihsweise stabiles Verhalten ansehen(kein abruptes Versagen).
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Abbildung 5.1: Das G�utema� Q in Abh�angigkeit der, auf die Impulsfeh-ler-Amplitude jBj normierten, maximalen Raushamplitude am BeispielN = 40; K = 20
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Abbildung 5.2: Das G�utema� Q in Abh�angigkeit der, auf die Impulsfeh-ler-Amplitude jBj normierten, maximalen Raushamplitude am BeispielN = 40; K = 20 { Fortsetzung {



52 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMS5.1.2 Normalverteiltes HintergrundraushenNormalverteiltes Hintergrundraushen bereitet gr�o�ere Shwierigkeiten f�ur die Feh-lerlokalisation.Die folgende Abbildung 5.3 zeigt die Abh�angigkeit des Anteils auÆndbarer Fehler-stellen von der Standardabweihung � des zweidimensionalen normalverteilten Rau-shens und der Impulsfehler-Anzahl e. Die Impulsfehler besitzen wieder konstanteAmplitude jBj und gleihverteilte Phase.

Abbildung 5.3: Anteil korrigierbarer Fehlermuster bei normalver-teiltem Hintergrundraushen in Abh�angigkeit der auf jBj normier-ten Standardabweihung �In das Diagrammwurden ebenfalls Obergrenzen f�ur den Anteil korrigierbarer Fehler-muster (mit OG gekennzeihnet) eingetragen, die aus der Verteilung des Raushenszu shlie�en sind. Zur Veranshaulihung betrahte man Bild 5.4.Die Obergrenzen (im folgenden mit Pd bezeihnet) ergeben sih aus der Wahrshein-lihkeit, da� Impulsfehler-Stellen und lediglih durh Hintergrundraushen gest�orteStellen noh untersheidbar sind, d.h.Pd = P (minfriji 2 IFg > maxfriji 2 IFg) ; (5.1)wobei IF wieder die Indexmenge der Impulsfehler, IF die verbleibenden Stellen undri die Zufallsvariable an Stelle i bezeihnet. Es sei kurz die Berehnung von Pd
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Impulsfehler
K 6 �

Abbildung 5.4: Illustration zur Herleitung der Obergrenzen in dervorigen Abbildungangegeben:Pd = Z 1u=�1 P �minfriji 2 IFg > maxfriji 2 IFg���minfriji 2 IFg = u� �� fu(u) du = Z 1u=�1 P �u > maxfriji 2 IFg� � fu(u) du =P �u > maxfriji 2 IFg� = Yi2IF P (u > ri) = �FrIF (u)�N�eBerehnung von fu(u):P (u < u) = P (minfriji 2 IFg < u) = 1� P (minfriji 2 IFg > u)=) Fu(u) = 1 � �1� FrIF (u)�e=) fu(u) = e � �1� FrIF (u)�e�1 � frIF (u)Es ergibt sih somit Pd zu:



54 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMSPd = Z 1u=�1 �FrIF (u)�N�e � e � �1� FrIF (u)�e�1 � frIF (u) du (5.2)FrIF (u) = 12  1 + erf u� 1p2� !! (5.3)FrIF (u) = 12  1 + erf up2�!! (5.4)frIF (u) = 1p2��e�(u�1)2=(2�2) (5.5)Die Simulationsergebnisse liegen vergleihsweise weit von der angegebenen Ober-grenze entfernt. Dies spriht daf�ur, da� normalverteiltes Raushen grunds�atzlihung�unstige Auswirkungen auf das Korrekturverhalten hat.Allgemein l�a�t sih sagen, da� die Fehlerkorrektur dann g�unstige Ergebnisse liefert,wenn der Impulsharakter der St�orungen deutlih �uberwiegt. Wie Simulationen inKapitel 8 belegen, ist dies f�ur N = 20; K = 10 bereits dann der Fall, wenn dieAmplitude der Impulsfehler um mindestens einen Faktor 10 bis 20 (abh�angig vonder Impulsfehler-Anzahl) �uber der Standardabweihung des Gauss'shen Raushensliegt. Auh aus den zuvor angesprohenen Simulationen mit (in einem Intervall)gleihverteiltem Raushen sind �ahnlihe Aussagen zu gewinnen.Man k�onnte vielleiht annehmen, der Fall normalverteilten Raushens w�are noh ei-ner mathematishen Beshreibung zug�anglih. Im Anhang A.3 wird jedoh gezeigt,da� insbesondere die Beshreibung der L�osung des Toeplitz-Systems durh Dihte-funktionen ungemein komplex und daher praktish unl�osbar ist.In den Folgeabshnitten sollen nun die Fortpanzungse�ekte des �uberlagerten Hin-tergrundraushens genauer mathematish untersuht werden.5.2 Konditionsbetrahtungen zurDeodierungBevor auf die Auswirkungen des Hintergrundraushens mit der Hilfe von Konditions-betrahtungen eingegangen wird, soll eine Veranshaulihung mit rekursiven Filternversuht werden, die nahelegt, da� das untersuhte Deodierproblem grunds�atzlihals kritish bez�uglih der Konditionierung einzush�atzen ist. Dies, obwohl die obigenSimulationen ein doh reht stabiles Verhalten nahweisen.



5.2. KONDITIONSBETRACHTUNGEN 55Fehlerstellensuhe und rekursive FilterAuf den ersten Blik sheinen die beiden Themen niht viel gemein zu haben. Be-trahtet man jedoh die Shl�usselgleihung 3.3, so entspriht diese ja bekanntlih(siehe [41℄) einem r�ukgekoppelten Shieberegister gem�a� Bild 5.5, welhes manebenso als rekursive Filterstruktur begreifen kann.

Sj�1 Sj�2 Sj�3 Sj�e- -6 6 6 66 6 6 6�1 �2 �3 �e+ + +� � � �
Sj Sj�e�1 : : : S0Abbildung 5.5: Shieberegisterveranshaulihung der Shl�usselglei-hungBetrahtet man das Fehlerstellenpolynom�(1=x) = 1 + eXi=1 �i x�i ; (5.6)so suht man �i, so da� die Nullstellen, die sih aus den Fehlerstellen ergeben, aufdem Einheitskreis liegen, wenn kein Hintergrundraushen vorhanden ist. Es wurdehierbei absihtlih die Substitution `x! 1=x' durhgef�uhrt, um deutliher den Auf-bau des Shieberegisters aus Verz�ogerungselementen hervortreten zu lassen. Null-stellen auf dem Einheitskreis �andern ihre Lage dabei nur bez�uglih des Winkels.Der Kehrwert des Polynoms stellt den Nenner der �Ubertragungsfunktion eines re-kursiven digitalen Filters dar. Die genannten Nullstellen sind dann die Pole dieser�Ubertragunsfunktion. Pole auf dem Einheitskreis bedeuten Grenzstabilit�at (siehehierzu Bild 5.6). Bei Vorhandensein von zus�atzlihem Raushen werden die Polezumindest nahe dem Einheitskreis liegen, was rein anshaulih einen Hinweis auf zuerwartendes `problematishes' Verhalten gibt.
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Abbildung 5.6: Bereihe f�ur Stabilit�at und Instabilit�at der z-Trans-formiertenNah diesen Vorbemerkungen wird nun die Konditionierung der Fehlerlokalisationdetailliert untersuht.



5.2. KONDITIONSBETRACHTUNGEN 57Zur Ermittlung der Fehlerstellen erfolgt (wie shon in Kapitel 3 erl�autert) in dreiShritten:I Transformation des empfangenen Zeitbereihsworts (~r) in denFrequenzbereih (~R){ DFT { ~R = ZN�N~r ZN�N = 0BBBBB� 1 1 1 � � �1 z1 z21 z2 z4...
1CCCCCA (5.7)II Entnahme des Syndroms (S0; S1; : : : ; S2e�1) aus ~R und L�osen des Hankel-(Toeplitz-) Systems0BBBBBB� S2e�2 S2e�3 � � � Se�1S2e�3 ...... ...Se�1 � � � � � � S0

1CCCCCCA0BBBBB� �1�2...�e
1CCCCCA = �0BBBBB� S2e�1S2e�2...Se

1CCCCCA : (5.8)In abgek�urzter Shreibweise S � ~�0 = �~s :Man beahte, da� hier, entgegen Gleihung 3.5, ~�0 ohne f�uhrende Komponente`1' verwendet wird.III R�uktransformation des Fehlerstellenpolynoms bzw. des entsprehenden Vek-tors ~� (mit `1' als erster Komponente erweitert) in den Zeitbereih ~{ DFT�1 {
~ = Z�1N�(e+1)~� Z�1N�(e+1) = 1N

e+1z }| {0BBBBBBBB� 1 1 1 � � � 11 z�1 z�21 z�2 z�4......
1CCCCCCCCA
9>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>;N (5.9)



58 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMSDiese drei Operationen werden nun genauer mit dem Ziel untersuht, Absh�atzun-gen f�ur die Beziehung zwishen relativem Fehler �~ des Fehlerstellenvektors ~ undrelativem Fehler �~r des Zeitbereihs-Codewortes ~r zu gewinnen. Die relativen Fehlerwerden dabei unter Zuhilfenahme von L1-Normen1 (Maximumnormen) de�niert:�~ = k �~ k1k ~i k1 ; �~r = k �~r k1k ~ri k1 (5.10)Der Index i (`ideal') steht hier und im folgenden f�ur Impulsfehler-behaftete Vektorenohne Hintergrundraushen.Zun�ahst werden die Normen der DFT -Matrizen angegeben, da diese sp�ater ben�o-tigt werden. k ZN�N k1= N k Z�1N�N k1= NN = 1k Z�1N�(e+1) k1= e+1N k Z(e+1)�N k1= N (5.11)Erster Shritt (I)Als Voraussetzung f�ur die folgenden Konditionsbetrahtungen sei angenommen, da�die Amplitude des Hintergrundraushens wesentlih kleiner als diejenige der Impuls-fehler ist. Der Vektor des Raushens im Zeitbereih werde repr�asentiert durh (� �~e).Die DFT liefert ~R = ZN�N~r = ZN�N (~ri + �~e) (5.12)=) �~R = ZN�N � �~e (5.13)=)k �~R k�k ZN�N k � � � k ~e k : (5.14)Weiterhin gilt ~ri = Z�1N�N ~Ri (5.15)=)k ~ri k�k Z�1N�N k � k ~Ri k =) k Z�1N�N k � k ~Ri kk ~ri k � 1 : (5.16)1Vektornorm: k ~a k1= max� ja� j, Matrixnorm: k A k1= max� �P� jA�;�j�



5.2. KONDITIONSBETRACHTUNGEN 59Die Gleihungen 5.14 und 5.16 ergeben zusammenk � ~Ri k�k ZN�N k � � � k ~e k k Z�1N�N k � k ~Ri kk ~ri k (5.17)=) k �~R kk ~Ri k � k ZN�N k � k Z�1N�N k| {z }�fZN�N g �� k ~e kk ~ri k ; (5.18)oder in Kurzform geshrieben �~R � �fZN�Ng � �~r ; (5.19)wobei �fZN�Ng die Konditionszahl der DFT -Matrix ZN�N bezeihnet.Zweiter Shritt (II)Betrahtet man das Hankel- (Toeplitz-) SystemS � ~�0 = �~s ; (5.20)so erh�alt man unter Verwendung von [21℄, S. 25k �~�0 kk ~�0i k � k S k � k S�1 k| {z }�fSg � (�A + �B) �+O(�2)� (5.21)mit �A = k �S kk Si k and �B = k �~s kk ~si k :Ber�uksihtigt man, da� ~s einen Ausshnitt aus ~R darstellt, so folgt unter Verwen-dung der L1-Norm�B = k �~s k1k ~si k1 = k �~s k1k ~Ri k1 � k ~Ri k1k ~si k1 � �~R � k ~Ri k1k ~si k1 : (5.22)Entsprehend ergibt sih f�ur �A�A = k �S k1k Si k1 = k �S k1k ~Ri k1 � k ~Ri k1k Si k1 � e � �~R � k ~Ri k1k Si k1 : (5.23)



60 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMSDritter Shritt (III)Wie unter I, f�uhrt die R�uktransformation des Vektors des Fehlerstellenpolynoms~ = Z�1N�(e+1)~� (5.24)zu der Beziehung k �~ kk ~i k �k Z�1N�(e+1) k � k Z(e+1)�N k �k �~� kk ~�i k : (5.25)ber�uksihtigt man, da� k �~� k=k �~�0 k und k ~�i k= maxn1; k ~�0i ko, so ergibtsih der relative Fehler des Fehlerstellenvektors im Zeitbereih aus den Gleihungen5.18, 5.21 und 5.25 zu (�uberall L1-Normen)k �~ kk ~i k � k ~�0i kmaxn1; k ~�0i ko| {z }�1 � k Z�1N�(e+1) k � k Z(e+1)�N k � k S k � k S�1 k �
�0�k ~Ri kk ~si k + ek ~Ri kk Si k1A � k ZN�N k � k Z�1N�N k �� k ~e kk ~ri k = (5.26)
� e+ 1N �N � �fSg � 0�k ~Ri kk ~si k + ek ~Ri kk Si k1A �N � 1 � � k ~e kk ~ri k :=) �~ � (e+ 1) �N � �fSg � 0�k ~Ri k1k ~si k1 + ek ~Ri k1k Si k11A � �~r (5.27)Konditionsbetrahtungen liefern zwar einerseits sehr n�utzlihe Absh�atzungen, sindjedoh bekanntlih auh vergleihsweise grob. Simulationenergebnisse, auf derenWiedergabe hier verzihtet werden soll, wiesen die G�ultigkeit folgender N�aherungnah: �~ � 2 � (e+ 1) �N � �fSg � �~r (5.28)



5.3. NEUE BESCHREIBUNG DES BMA 61Von besonderer Bedeutung in Gleihung 5.28 ist nat�urlih die Konditionszahl derSyndrommatrix �fSg.In den folgenden Abshnitten wird nun untersuht, inwieweit sih diese w�ahrenddes Ablaufs des rekursiven Berlekamp-Massey-Algorithmus (beispielhaft als einesder wihtigsten Deodierverfahren) absh�atzen l�a�t. Dies unter anderem auh, umzu erkennen, welhe Gr�o�e sinnvollerweise in ein Abbruhkriterium eingehen sollte.Die genannten Absh�atzungen lassen sih insbesondere mit einer im Folgeabshnittvorgestellten neuen Beshreibung des Algorithmus leiht gewinnen.5.3 Neue Beshreibung des Berlekamp-Massey-AlgorithmusWie shon erw�ahnt, dient dieser Abshnitt einerseits zur Vorbereitung der Absh�at-zung der Konditionierung der rekursiv im Berlekamp-Massey-Algorithmus verwen-deten Sub-Toeplitz-Systeme. Andererseits wird hier jedoh eine Art der Erl�auterungdes BMA angegeben, die sowohl didaktishe Vorz�uge gegen�uber der MasseyshenDarstellung besitzt, als auh wihtige Eigenshaften sofort erkennen l�a�t.Die Operationen im BMA werden als logishe Folge erkennbar, ohne jeweils aufumst�andlihe Beweisans�atze zur�ukgreifen zu m�ussen.Zur Orientierung sei jedoh zun�ahst Masseys Beshreibung als Shieberegisterpro-blem kurz wiedergegeben.5.3.1 Das Shieberegisterproblem nah MasseyIn Kapitel 5.2 wurde bereits der Zusammenhang zwishen Shl�usselgleihung 3.3und einem r�ukgekoppelten Shieberegister aufgezeigt.Mit einem Fehlerstellenpolynom des Grades L�(x) = 1 + �1x1 + �2x2 + : : :+ �LxL (5.29)folgt die Shl�usselgleihung zuSj = � LXi=1 �iSj�i ; j = L; L + 1; : : : ;M � 1 : (5.30)



62 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMSDer Grad L und damit die wahre Fehleranzahl sei zun�ahst unbekannt. Nah Durh-laufen des BMA mu� L jedoh der wahren Fehlerzahl e entsprehen, falls e � bM=2ist.Das Shieberegister sei hier noh einmal zur Veranshaulihung in Bild 5.7 wieder-gegeben.

Sj�1 Sj�2 Sj�3 Sj�L- -6 6 6 66 6 6 6�1 �2 �3 �L+ + +� � � �
Sj Sj�L�1 : : : S0Abbildung 5.7: Veranshaulihung der Shl�usselgleihung durh einShieberegisterGesuht wird ein Shieberegister k�urzester L�ange, d.h. ein Fehlerstellenpolynom ge-ringsten Grades L, das die Shl�usselgleihung erf�ullt. Daher wird im BMA sukzessi-ve, beginnend bei Null (L = 0), die L�ange des Shieberegisters vergr�o�ert, bis L derwirklih vorhandenen Fehlerzahl e entspriht.Eine �Anderung der KoeÆzienten �i oder zus�atzlih eine L�angen�anderung erfolgtimmer dann, wenn Gleihung 5.30 niht erf�ullt ist, oder anders ausgedr�ukt, wenndie Diskrepanz dn = Sn + LnXi=1 �iSn�i (5.31)ungleih Null ist.Die neuen ShieberegisterkoeÆzienten ergeben sih aus den vorherigen durh eineAddition mit einem fr�uheren KoeÆzientensatz vor der letzten L�angen�anderung. Die-se KoeÆzienten werden so weit in die von dem Shieberegister vorgegebene Rihtung



5.3. NEUE BESCHREIBUNG DES BMA 63vershoben, da� sie wieder auf dieselben Syndromstellen tre�en, wie zuvor, als siedie Diskrepanz dm erzeugten. Entsprehend ergibt sih mit dem so vershobenenKoeÆzientensatz wieder die gleihe Diskrepanz dm, die zur vorigen L�angen�anderungf�uhrte. Die Rekursionsbeziehung des BMA f�ur die KoeÆzienten des Fehlerstellenpo-lynoms in der Form �n+1(x) = �n(x) � dndmxn�m�m(x) (5.32)n�m : Vershiebel�angedn : aktuelle Diskrepanzdm : Diskrepanz vor der letzten L�angen�anderungzwingt die Diskrepanz zu Null.Eine L�angen�anderung ist nur erforderlih, wenn dn 6= 0 ^ 2Ln � n ist.Der Beweis, da� obige Rekursion das Shieberegister geringster L�ange liefert, �ndetsih in der Ver�o�entlihung von Massey [41℄, aus welher ebenfalls im folgenden eineprogramm�ahnlihe Beshreibung des Algorithmus zitiert wird. Die dort verwendetenBezeihnungen wurden in die hier eingef�uhrten �ubersetzt (t = n�m).1) 1! �(x) 1! �v(x) 1! t0! L 1! dm 0! n2) IF n = M � 1, STOP. OTHERWISE COMPUTEdn = sn + PLi=1 isn�i :3) IF dn = 0, THEN t + 1! t, GO TO 6).4) IF dn 6= 0 AND 2L > n, THEN�(x)� dnd�1m xt�v(x)! �(x)t+ 1! tGO TO 6).5) IF dn 6= 0 AND 2L � n, THEN�(x)! T (x)�(x)� dnd�1m xt�v(x)! �(x)n+ 1� L! LT (x)! �v(x)dn ! dm1! t:6) n+ 1! n RETURN TO 2).
(5.33)



64 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMSNah dieser kurzen Darstellung von Masseys Veranshaulihung der Shl�usselglei-hung wird im Folgeabshnitt eine neue Beshreibung vorgestellt, die noh um vielesanshauliher ist. Ein Beweis, da� der BMA das Shieberegister geringster L�ange er-mittelt, kann wegen dieser besonderen Anshaulihkeit, insbesondere im Fall niht-singul�arer Untermatrizen, v�ollig entfallen.5.3.2 Neue MatrixbeshreibungWie die �Ubershrift bereits vermuten l�a�t, wird das Shl�usselgleihungssystem zu-n�ahst in Matrixshreibweise angegeben.Sj = � eXi=1 �iSj�i (5.34)entspriht dem Gleihungssystem
(1;�1;�2; : : : ;�e) 0BBBBBBBBB�

Se Se+1 � � S2e � SM�1Se�1 Se . . . � �� Se�1 . . . . . . � �� . . . . . . Se+1 �S0 � � Se�1 Se � SM�1�e
1CCCCCCCCCA = (0; : : : ; 0) ;(5.35)wobei die Matrix, wie shon mehrfah erw�ahnt, eine Toeplitz-Struktur besitzt.Es soll nun im folgenden der BMA als logishe Folge aus der Matrixstruktur undder Forderung nah dem Fehlerstellenpolynom geringst m�oglihen Grades hergeleitetwerden.Der Algorithmus beginnt somit bei L = 0 unter Verwendung der kleinstm�oglihenSubmatrix (1) � (S0) = (S0) =: (dI0) : (5.36)Die erste auftretende Diskrepanz dI0 ist somit gleih S0. Selbst wenn hier die Dis-krepanz vershwinden sollte, ist es n�otig, das n�ahst gr�o�ere Subsystem auf seineG�ultigkeit zu �uberpr�ufen.Da das Fehlerstellenpolynom geringsten Grades gesuht wird, ist es naheliegend,den Vektor ~� durh rehtsseitiges Anf�ugen einer Null zu erweitern, um das n�ahst



5.3. NEUE BESCHREIBUNG DES BMA 65gr�o�ere Subsystem zu untersuhen. Dies vergr�o�ert den Grad des zugeh�origen Feh-lerstellenpolynoms niht. Es folgt das Gleihungssystem(1; 0)  S1 S2S0 S1 ! = (dII0 ; dII1 ) : (5.37)Gesuht wird eine L�osung, f�ur welhe die rehte Seite vershwindet. Sind dII0 unddII1 ungleih Null, so ist es zumindest m�oglih, die erste Stelle zu Null zu zwingen,wenn auh dI0 von Null vershieden war.Verwendet man anstelle des Vektors (1) in Gleihung 5.36 nunmehr einen durh Nulllinks erweiterten Vektor (0; 1) zusammen mit der 2� 2-Matrix, so ersheint auf derrehten Seite als erste Komponente wieder die Diskrepanz dI0 = S0.Durh Linearkombination der beiden von links bzw. rehts mit Null erg�anzten Vek-toren ist es nun m�oglih, die erste Komponente der rehten Seite zu Null zu zwingen:[(1; 0) � dII0dI0 (0; 1)℄ �  S1 S2S0 S1 ! = (0; dIII1 ) (5.38)Ist dIII1 6= 0, so ist die Submatrix niht singul�ar (detS1 6= 0) und eine L�angen�an-derung, zusammen mit der Betrahtung der wiederum n�ahst gr�o�eren Submatrix,wird n�otig. Auh wenn dIII1 gleih Null sein sollte, ist die �Uberpr�ufung der n�ahstgr�o�eren Submatrix auf Singularit�at unerl�a�lih.An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, da� eine L�angen�anderung im Sinne desBMA nur gegeben ist, wenn die Diskrepanz ungleih Null war, und damit die n�ah-ste Operation eine Erweiterung des L�osungsvektors mit Komponenten ungleih Nullbedeutet.Nahdem die ersten Shritte des Algorithmus (und damit die Initialisierung) darge-stellt wurden, sollen nun die Hauptoperationen, die auf der Toeplitz-Struktur beru-hen, klar herausgestellt werden.Mit dem bisher Gesagten ist bereits deutlih geworden, da� das Erweitern des L�o-sungsvektors mit Nullen von links oder rehts, zusammen mit einer Vergr�o�erungder betrahteten Sub-Toeplitz-Matrix, von besonderem Interesse ist. Diese Erweite-rungen stellen auh die zentralen Operationen dar. Im folgenden wird ihr Einu�auf eine beliebige rehte Seite genauer aufgezeigt.



66 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMSErweitern durh Anf�ugen von Nullen rehts:Erweitern des Vektors ~� durh Anf�ugen von Nullen rehts, f�uhrt zu einer Vershie-bung der rehten Seite um eine Stelle nah links und dem Anf�ugen zweier neuerKomponenten rehts.(1;�1;�2; : : : ;�l) � 0BB� Sl S2l. . .S0 Sl 1CCA = (�0; �1; �2; : : : ; �l) (5.39)(1;�1;�2; : : : ;�l; 0) � 0BB� Sl+1 S2(l+1). . .S0 Sl+1 1CCA = (�1; �2; : : : ; �l; �l+1; �l+2) (5.40)Erweitern durh Anf�ugen von Nullen links:Erweitern des Vektors ~� durh Anf�ugen von Nullen links, erh�alt die rehte Seite undf�ugt lediglih eine neue Komponente rehts hinzu.(1;�1;�2; : : : ;�l) � 0BB� Sl S2l. . .S0 Sl 1CCA = (�0; �1; �2; : : : ; �l) (5.41)(0; 1;�1;�2; : : : ;�l) � 0BB� Sl+1 S2(l+1). . .S0 Sl+1 1CCA = (�0; �1; �2; : : : ; �l; �l+1) (5.42)Es wird nun die Eigenshaft genutzt, da� ein zuvor aufgetretener L�osungsvektor (vorder letzten L�angen�anderung) auf der rehten Seite ab einer gewissen Komponentenah links nur Nullen erzeugt. Das Erg�anzen mit Nullen von links bewahrt dieserehte Seite bis auf eine neu hinzukommende Komponente rehts. Der sih hierausergebende Vektor sei ~�v.Der aktuelle L�osungsvektor ~� wird nun so lange mit Nullen von rehts erweitert undhiermit die rehte Seite des Gleihungssystems nah links geshoben, bis die ersteniht vershwindende Komponente genau an der Stelle zu liegen kommt, die durhdie erste Komponente ungleih Null unter Verwendung von ~�v gegeben ist.Die beiden Gleihungssysteme besitzen dann die Struktur(0; : : : ; 0; 1;�v1;�v2; : : :) � ( � ) = (0; : : : ; 0| {z }; dvi; dvi+1; dvi+2; : : :) (5.43)



5.3. NEUE BESCHREIBUNG DES BMA 67(1;�1;�2; : : : ; 0; : : : ; 0) � ( � ) = (z }| {0; : : : ; 0; di; di+1; di+2; : : :) (5.44)Mit einer Linearkombination beider L�osungsvektoren zwingt man die erste nihtver-shwindende Komponente di zu Null. Der neue L�osungsvektor folgt hiermit zu~� := (1;�1;�2; : : : ; 0; : : : ; 0) � didvi|{z}=dn=dm(0; : : : ; 0; 1;�v1;�v2; : : :) (5.45)Diese Beziehung entspriht der oben angegebenen Rekursion 5.32.Die erste niht vershwindende Komponente der rehten Seite des Gleihungssy-stems vor der letzten L�angen�anderung gleiht einer `Marke', die durh rehtsseitigesAnf�ugen von Nullen an den aktuellen L�osungsvektor erreiht werden mu�. Was beider neuen Beshreibung als L�angen�anderung im Sinne des BMA anzusehen ist undwarum es sinnvoll (bzw. zwingend) ist, den Vektor vor der letzten L�angen�anderungzu verwenden, wird in den `Bemerkungen' am Ende dieses Abshnitts erl�autert.Zwei Beispiele2 seien zur Veranshaulihung herangezogen. Das erste Beispiel k�onnteauh als Einf�uhrung dienen, da hier die grundlegende Vorgehensweise des BMA gutersihtlih ist. Beispiel 2 behandelt den speziellen Fall singul�arer Untermatrizen.Man erkennt dort, da� es n�otig sein kann, die Syndrommatrix noh um unbekannteKomponenten zu erweitern, um den Algorithmus fortzuf�uhren. Diese werden jedohbei nahfolgenden Shritten niht mehr verwendet.Beiden Beispielen liegt eine ungerade Anzahl von Syndromelementen zugrunde. DerLeser wird jedoh feststellen, da� die letzte Syndromkomponente eigentlih nihtben�otigt wird. Sie kann lediglih einer zus�atzlihen Kontrolle dienen, ob alle Fehlergefunden wurden.Die Beispiele lassen auh erkennen, da� eine L�angen�anderung im Sinne des BMAnur erfolgt, wenn dn 6= 0 ^ 2Ln � n.
2Den Beispielen liegt die umgekehrte De�nition der DFT , verglihen mit derjenigen in Kapitel2.2, zugrunde.



68 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMSBeispiel 1 GF(7), primitives Element: 5, Syndroml�ange: 5Fehlervektor: (1; 0; 0; 0; 1; 0)Syndrom: (5; 2; 4; 5; 2)(1; C1; C2) 0BB� 4 5 22 4 55 2 4 1CCA != (0; 0; 0)(1) � (5) = (5)(1; 0)  2 45 2 ! = (2; 4) (1; 0) � 25(0; 1) = (1; 1)(1; 1)  2 45 2 ! = (0; 6)(1; 1; 0) 0BB� 4 5 22 4 55 2 4 1CCA = (6; 2; 0) (1; 1; 0) � 65(0; 0; 1) = (1; 1; 3)(1; 1; 3) 0BB� 4 5 22 4 55 2 4 1CCA = (0; 1; 5) (1; 1; 3) � 16(0; 1; 1) = (1; 2; 4)(1; 2; 4) 0BB� 4 5 22 4 55 2 4 1CCA = (0; 0; 0)C(x) = 1 + 2x+ 4x2Fehlerstellen: 0 and 4 C(50) = 1 + 2 + 4 = 0C(54) = 1 + 2 � 2 + 4 � 4 = 0



5.3. NEUE BESCHREIBUNG DES BMA 69Beispiel 2 GF(11), primitives Element: 6, Syndroml�ange: 7Fehlervektor: (1; 0; 1; 0; 4; 0; 0; 0; 0; 0)Syndrom: (5; 8; 4; 7; 4; 5; 8)(1; C1; C2; C3) 0BBBB� 7 4 5 84 7 4 58 4 7 45 8 4 7 1CCCCA != (0; 0; 0; 0)(1) � (5) = (5)(1; 0)  8 45 8 ! = (8; 4) (1; 0) � 85(0; 1) = (1; 5)(1; 5)  8 45 8 ! = (0; 0)(1; 5; 0) 0BB� 4 7 48 4 75 8 4 1CCA = (0; 5; 6)
(1; 5; 0; 0) 0BBBB� 7 4 5 84 7 4 58 4 7 45 8 4 7 1CCCCA = (5; 6; 3; 0)(1; 5; 0; 0) � 55(0; 0; 0; 1) = (1; 5; 0; 10)(1; 5; 0; 10) 0BBBB� 7 4 5 84 7 4 58 4 7 45 8 4 7 1CCCCA = (0; 9; 10; 4)(1; 5; 0; 10) � 95(0; 1; 5; 0) = (1; 1; 2; 10)(1; 1; 2; 10) 0BBBB� 7 4 5 84 7 4 58 4 7 45 8 4 7 1CCCCA = (0; 0; 8; 3)



70 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMS
(1; 1; 2; 10; 0) 0BBBBBBB� 4 5 8 ? ?7 4 5 8 ?4 7 4 5 88 4 7 4 55 8 4 7 4

1CCCCCCCA = (0; 8; 3; ?; ?)(1; 1; 2; 10; 0) � 85(0; 0; 1; 5; 0) = (1; 1; 7; 2; 0)
(1; 1; 7; 2; 0) 0BBBBBBB� 4 5 8 ? ?7 4 5 8 ?4 7 4 5 88 4 7 4 55 8 4 7 4

1CCCCCCCA = (0; 0; 0; ?; ?)
(1; 1; 7; 2) 0BBBB� 7 4 5 84 7 4 58 4 7 45 8 4 7 1CCCCA = (0; 0; 0; 0)C(x) = 1 + x+ 7x2 + 2x3Fehlerstellen: 0, 2 and 4 C(60) = C(1) = 0C(62) = C(3) = 0C(64) = C(9) = 0Nah diesen Beispielen seien noh einige Bemerkungen zum tieferen Verst�andnis derneuen Beshreibung des BMA angef�ugt.Bemerkungen1.) Zur L�angen�anderung im Sinne des BMAEine L�angen�anderung (des zugeh�origen Shieberegisters) im Sinne des BMA ist nihtshon durh das blo�e rehtsseitige Nullanf�ugen zum �Uberpr�ufen der n�ahsten Dis-krepanz gegeben, sondern erst, wenn diese Diskrepanz ungleih Null war, und siheine Operation zur �Anderung des L�osungsvektors anshlie�t. Aber selbst eine �Ande-rungsoperation mu� niht zwangsl�au�g auh immer eine L�angen�anderung mit sihbringen. Dies ist deutlih an Beispiel 2 zu erkennen, als unbekannte Matrixelemente



5.3. NEUE BESCHREIBUNG DES BMA 71eingef�uhrt wurden, und trotz �Anderungsoperation der Grad des zugeh�origen Feh-lerstellenpolynoms gleih blieb. Die hier eliminierte Diskrepanz war jedoh hier ei-gentlih auh diejenige an zweitletzter Stelle des vormaligen 4 � 4-Systems. EineL�angen�anderung wird immer erforderlih, wenn nur noh die rehte Komponenteder rehten Seite ungleih Null ist, denn mit hier drei w�ahlbaren Komponentendes L�osungsvektors (neben der `1' an erster Stelle) ist es zumindest m�oglih, dreiKomponenten der rehten Seite zu Null zu zwingen (im singul�aren Fall alle). DasErweitern mit einer zus�atzlihen Null rehts und das Einf�uhren von unbekanntenMatrix-KoeÆzienten war nur zur konsequenten Weiterentwiklung nah der neuenBeshreibung n�otig. Als Gegenbeispiel f�ur eine n�otige L�angen�anderung ohne Gra-derh�ohung ist in Anhang A.4 das Originalbeipiel von Massey, zusammen mit derneuen Beshreibung wiedergegeben. Hier wird im letzten Shritt eine L�angen�ande-rung durhgef�uhrt, da im Falle des vorherigen 3� 3-Systems die rehte Seite bis aufdie rehte Komponente bereits zu Null gezwungen war.Man erkennt, da� es bei der neuen Beshreibung unter Umst�anden etwas shwie-riger sein kann, L�angen�anderungen zu erkennen. Zum Ermitteln des Fehlerstellen-polynoms eines korrigierbaren Fehlermusters ist dies aber auh niht von so gro�erBedeutung, da nah Durhlauf des BMA auf jeden Fall das Polynom geringsten Gra-des gefunden wird, das der Syndromfolge und damit der Toeplitz-Matrix entspriht;durh die Nullstellen sind dann auh die Fehlerstellen bestimmt. Auf jeden Fall sindL�angen�anderungen durh Pr�ufen der Bedingung dn 6= 0 ^ 2Ln � n festzustellen,sollte man etwas unsiher sein.Im Fall nihtsingul�aren Untermatrizen ist es jedoh besonders einfah, anzugeben,ob eine L�angen�anderung eingetreten ist. Sobald nur noh die rehte Komponente derrehten Seite ungleih Null ist, folgt zwangsl�au�g eine Vergr�o�erung der L�ange. Hierist die L�angen�anderung auh direkt an der L�ange des L�osungsvektors abzulesen.2.) Zur Eindeutigkeit des zugeh�origen Shieberegisters bei Vorgabe einer bestimmtenFolgenl�angeEindeutig ist der L�osungsvektor immer dann, wenn maximal nur noh eine Kom-ponente rehts ungleih Null verbleibt. Im nihtsingul�aren Fall ist dann nah obigerBemerkung eine L�angen�anderung erforderlih.Nah Massey ergibt sih ein eindeutiges R�ukkoppelpolynom des Shieberegistersdann, wenn 2Ln � n :3.) Verwendung des Vektors `vor der letzten L�angen�anderung'



72 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMSBei Betrahtung der neuen Beshreibung wird klar, da� zur �Anderung des L�osungs-vektors nur die Verwendung desjenigen Vektors `vor der letzten L�angen�anderung' inBetraht kommt. Das Anf�ugen mit Nullen rehts bewirkt ein Vershieben der rehtenSeite nah links. Der Vektor vor der letzten L�angen�anderung bildet als rehte Seitedie erste erreihbare `Marke', d.h. die am weitesten rehts liegende erste Komponenteungleih Null. Bei Verwendung weiter zur�ukliegender Zwishenergebnisse, l�age die-se `Marke' weiter links, was die Notwendigkeit mit sih br�ahte, die rehte Seite deraktuellen L�osung weiter nah links zu shieben. Dies wiederum bedeutete weiteresrehtsseitiges Null-Anf�ugen am aktuellen L�osungsvektor und entsprehendes links-seitiges Null-Anf�ugen am gew�ahlten vormaligen Vektor. Nah Linearkombinationder beiden Vektoren w�urde dies i.a. zu einem h�oheren Grad des, dem Ergebnisvektorentsprehenden, Polynoms f�uhren. Gem�a� der Forderung nah dem Fehlerstellenpo-lynom geringsten Grades, ist dies jedoh niht zul�assig.Ein formaler Beweis, da� die Verwendung des Vektors `vor der letzten L�angen�ande-rung' zum Shieberegister geringster L�ange und zum Fehlerstellenpolynom gering-sten Grades f�uhrt, �ndet sih in dem Aufsatz von Massey.4.) Der BMA f�uhrt auf das Shieberegister geringster L�angeSind alle Sub-Toeplitz-Matrizen bis zum Erreihen der, zur gesuhten Endl�ange desVektors passenden, Untermatrix nihtsingul�ar (was sp�ater f�ur komplexe KoeÆzien-ten vorausgesetzt wird), so wird aus der neuen Beshreibung sofort ersihtlih, da�der BMA den L�osungsvektor geringster L�ange liefert. Diese stimmt (nah den Line-arkombinationsoperationen) in diesem Fall mit der L�ange des zugeh�origen Shiebe-registers �uberein. In Bemerkung 1 wurde bereits ausgef�uhrt, da� eine L�angen�ande-rung nur erfolgt, wenn nur noh eine Komponente der rehten Seite ungleih Nullverbleibt. Eine gr�o�ere Anzahl von Nullstellen ist auh bei gegebener L�ange nihtm�oglih. Die L�ange des L�osungsvektors wird shrittweise auh nur um Eins erh�oht.Ist die Endl�osung gefunden (Erreihen des ersten singul�aren Subsystems), so wer-den lediglih zur �Uberpr�ufung der n�ahsten Diskrepanzen noh Nullen rehts an denL�osungsvektor angef�ugt, die aber, wie bereits bemerkt, keine L�angen�anderung mehrf�ur das zugeh�orige Shieberegister bedeuten.Sukzessive wird somit im BMA jede Vektorl�ange (Shieberegisterl�ange) erprobt, bisdie L�osung gefunden ist. Bei jedem Shritt wird versuht, auf der rehten Seite ei-ne Maximalanzahl von Nullen zu generieren. Damit ist f�ur den nihtsingul�aren Fallbewiesen, da� das Shieberegister geringster L�ange gefunden wird.Sind Untermatrizen singul�ar, auh wenn sie noh niht die L�osung des Gesamtsy-stems liefern, so ist zumindest aus der Beshreibung zu erkennen, da� nah Erreihendes singul�aren Subsystems zun�ahst nur Nullen von rehts an den L�osungsvektor an-



5.3. NEUE BESCHREIBUNG DES BMA 73gef�ugt werden, was vorerst keine L�angen�anderung (des Shieberegisters) bedeutet.Weiterhin wird nah �Uberwinden einer Singularit�at, mit Erreihen der neuen L�ange,wieder eine rehte Seite erzeugt, bei welher nur maximal die rehte Komponenteungleih Null ist. (Dies l�a�t sih leiht aus etwas gr�o�eren Beispielen ersehen.) Abdieser Stelle gilt dann wieder die Argumentation des nihtsingul�aren Falles.Da� die Gr�o�e des bei Singularit�aten auftretenden L�angensprungs grunds�atzlih zumShieberegister geringster L�ange f�uhrt, ist jedoh wohl leihter Masseys formalemBeweis zu entnehmen.Bei der hier vorgestellten Beshreibung folgt die L�angen�anderung zwangsweise ausder Struktur des Algorithmus.5.) Zur Initialisierung des BMABetrahtet man Masseys Darstellung etwas genauer, so stellt man einen geringf�ugi-gen Untershied in den ersten Operationen zu der hier eingef�uhrten Beshreibungfest. Zur Erl�auterung sei daher der Anfang des ersten Beispiels noh einmal { Mas-seys Aufsatz folgend { wiedergegeben:�(x) = 1 t = 1�v(x) = 1 L = 0dm = 1n = 0 (1) � (5) = (5) (1; 0) � 51(0; 1) = (1; 2) (?)�(x) = 1 + 2x t = 1�v(x) = 1 L = 1dm = 5n = 1(1; 2)  2 45 2 ! = (5; 1) (1; 2) � 55(0; 1) = (1; 1)�(x) = 1 + x t = 2�v(x) = 1 L = 1dm = 5n = 2 ...



74 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMSVergleiht man beide Darstellungsformen, so erkennt man, da� die Operation (?)eigentlih v�ollig unn�otig ist. Andererseits hat dies jedoh den Vorteil, da� L immerdie L�ange des zugeh�origen Shieberegisters liefert, was niht mehr der Fall w�are,wenn der Shritt wie folgt ausgeblendet w�urde:...5) IF d 6= 0 AND 2L � N , THENC(D)! T (D)IF N 6= 0 THEN C(D)� db�1DxB(D)! C(D)N + 1� L! LT (D)! B(D)d! b1! x: ...Um die Anshaulihkeit der neuen Beshreibung noh einmal aufzuzeigen, wird imfolgenden noh der Fall der Ausl�oshungs- und Fehlerkorrektur behandelt (siehehierzu [6℄). Ausl�oshungen k�onnen bei der Deodierung als Fehler an bekannter Stellegesehen werden. Analog zum Fehlerstellenpolynom wird ein Ausl�oshungspolynom�(x) = Yi2IE(x� z�i) ; (5.46)de�niert, wobei IE die Indexmenge der Ausfallstellen bezeihnet (jIEj = aE).Mit der neuen Beshreibung ist leiht ersihtlih, da� der Algorithmus nun mit demSub-Gleihungssystem(1;�1;�2; : : : ;�aE) � 0BB� SaE S2aE. . .S0 SaE 1CCA = (�0; �1; �2; : : : ; �aE ) (5.47)beginnt. D.h. der Vektor ~� wird mit ~� initialisiert. Es folgt dann das Erweitern desL�osungsvektors mit Null von rehts (! �(x)) und von links (! �v(x)) und so fort.Die Nullstellen des Ausl�oshungspolynoms �(x) bleiben dabei erhalten, wenn manden BMA damit initialisiert. Bei der Initialisierung geht �(x) sowohl in �(x) als auhin �v(x) ein, woraus folgt, da� �(x) als gemeinsamer Faktor bei Linearkombinationender beiden Polynome niht ver�andert wird.



5.4. ABSCH�ATZUNG DER KONDITIONIERUNG 75Die erste nutzbare Diskrepanz in obigem Gleihungssystem ist �0. Die Syndrom-l�ange, die zur Bestimmung der restlihen Fehler verbleibt, ist damit M � aE. DieAnzahl noh korrigierbarer Fehler ist dann, wie bekannt, jM�aE2 k. Die Verk�urzungdes nutzbaren Syndroms ist hier sofort erkennbar, was sonst einer Herleitung durhFaltung bedurfte (wie z.B. in der zuvor zitierten Literaturstelle).Im n�ahsten Abshnitt dient die neue Beshreibung der Absh�atzung der Konditio-nierung der Sub-Syndrommatrizen im BMA.5.4 Absh�atzung der Konditionierung der rekur-siv im BMA auftretenden Sub-SystemeIn Abshnitt 5.2 wurde klar, da� f�ur die Konditionierung der gesamten Deodierungdie Konditionszahl der Syndrommatrix als wesentlih bestimmende Gr�o�e eingeht.Exemplarish werden im folgenden die rekursiv im BMA auftretenden Sub-Toeplitz-Matrizen untersuht. Der BMA wurde einerseits deshalb gew�ahlt, weil er einen derwihtigsten Deodieralgorithmen darstellt, andererseits, weil Konditionsbetrahtun-gen hierf�ur noh niht durhgef�uhrt wurden. Dies liegt z.T. einfah in der Tatsa-he begr�undet, da� der BMA bislang nur f�ur Probleme in endlihen Zahlenk�orperneingesetzt wurde. Andererseits ist die im vorigen Abshnitt eingef�uhrte neue Be-shreibung des BMA von grundlegender Bedeutung f�ur die Konditionsabsh�atzun-gen. F�ur Toeplitz-Algorithmen, die insbesondere in der digitalen SignalverarbeitungAnwendung �nden, wie z.B. dem Levinson-Durbin-Algorithmus (siehe Abshnitt7.1), dessen Struktur um einiges �ubersihtliher ist, �nden sih Betrahtungen zurKonditionierung bereits in der Literatur (z.B. [16℄).Die hier gemahten Aussagen beshr�anken sih niht nur auf die Anwendung bei ana-logen Codes, sie gelten vielmehr f�ur jede reelle oder komplexe Toeplitz-Problematik.Von besonderem Interesse ist die (nah Wissen des Autors) erstmals erkannte Ei-genshaft des BMA, die betrahteten Sub-Toeplitz-Matrizen durh eine sogenann-te triangular `square root'-fatorization (nah [16℄, deutsher Begri� dem Verfasserniht bekannt) zu zerlegen. Hiermit wird ersihtlih, da� rekursive Zwishenergeb-nisse keineswegs nutzlos sind, wie so oft angenommen.



76 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMSUm den BMA auf komplexe Toeplitz-Systeme anwenden zu k�onnen, mu� ledigliheine geringf�ugige �Anderung vorgenommen werden: die Abfrage auf Diskrepanz gleihNull in 5.33 mu� durh eine Shwellabfrage gem�a�IF jdnj < dS, THENersetzt werden. Wie zun�ahst vielleiht anshaulih naheliegend, besteht ein engerZusammenhang zwishen dieser Abfrage bzw. der dort untersuhten Diskrepanz undder Konditionierung der Sub-Toeplitz-Matrix. Dies wird am Ende dieses Abshnittsnoh klarer ersihtlih.Nimmt man nun an, jdnj sei grunds�atzlih gr�o�er als dS, so beshreibt der BMAeinen regelm�a�igen Ablauf, wobei die Shritte 4) und 5) in 5.33 jeweils im Wehseldurhlaufen werden. Es wird somit im folgenden der Fall betrahtet, da� die Abfragenah der Diskrepanz g�anzlih entf�allt.Bei Durhsiht der Beispiele im vorigen Abshnitt erkennt man, da� vor einerL�angen�anderung, die nun nah jedem zweiten Durhlauf { jedem geradzahligen {erfolgt, das betrahtete Sub-Toeplitz-System folgende Form aufweist:(1;�1;�2; : : : ;�l)0BB� Sl S2l. . .S0 Sl 1CCA = (0; : : : ; 0; d2l) (5.48)
() 0BB� S2l SlSl S0 1CCA| {z }=:Sl

0BBBBB� 1�1...�l
1CCCCCA = 0BBBBB� d2l0...0

1CCCCCA ; (5.49)
wobei d2l die Diskrepanz vor einer L�angen�anderung bezeihnet, und der Vektor(1;�1; : : : ;�l) aus den entsprehenden KoeÆzienten des Fehlerstellenpolynoms be-steht. Sind �i;j; j = 1; : : : ; i die zu d2i zugeh�origen Komponenten des Fehlerstellen-vektors, so folgt hieraus (L kennzeihnet die gerade erreihte L�ange)

SL � 0BBBBB� 1 0 0 0�L;1 1 0 0... . . . 0�L;L �L�1;L�1 � � � 1
1CCCCCA| {z }=:�L = 0BBBBB� d2L � � �0 . . . � �0 0 d2 �0 0 0 d0

1CCCCCA (5.50)



5.4. ABSCH�ATZUNG DER KONDITIONIERUNG 770BBBBBB� 1 �L;1 � � � �L;L0 1 ...0 0 . . . ...0 0 0 1
1CCCCCCA| {z }=:�TL �SL = 0BBBBB� d2L 0 0 0� . . . 0 0� � d2 0� � � d0

1CCCCCA (5.51)
=) �TL � SL � �L = 0BBBBB� d2L 0 0 00 . . . 0 00 0 d2 00 0 0 d0

1CCCCCA : (5.52)Es ergibt sih die shon angesprohene triangular `square root'-fatorizationS�1L = �LD�1L �TL oder SL = (�TL)�1DL��1L (5.53)
�L = 0BBBBB� 1 0 0 0�L;1 1 0 0... . . . 0�L;L �L�1;L�1 � � � 1

1CCCCCA �TL = 0BBBBBB� 1 �L;1 � � � �L;L0 1 ...0 0 . . . ...0 0 0 1
1CCCCCCA (5.54)

DL = 0BBBBB� d2L 0 0 00 . . . 0 00 0 d2 00 0 0 d0
1CCCCCA D�1L = 0BBBBB� 1=d2L 0 0 00 . . . 0 00 0 1=d2 00 0 0 1=d0

1CCCCCA : (5.55)In diese gehen somit die rekursiv auftretenden Zwishenl�osungen des Fehlerstellen-vektors mit den zugeh�origen Diskrepanzen ein.Mit Hilfe der Faktorisierung kann man leiht Grenzen f�ur k S�1L k1, k SL k1 unddie Konditionszahl �fSLg angeben. Betrahtet man die erste Zeile von S�1L und dieletzte Zeile von SL, so erh�alt mank S�1L k1� 1jd2Lj(1 + j�L;1j+ � � �+ j�L;Lj) (5.56)k SL k1� jd0j (5.57)



78 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMS�fSLg � jd0jjd2Lj(1 + j�L;1j+ � � �+ j�L;Lj) � jd0jjd2Lj (5.58)Eine Obergrenze liefert �fSLg � �f�Lg�f�TLgmax jd2ijmin jd2ij : (5.59)Zwishenergebnisse im BMA erm�oglihen es also, sofort Aussagen �uber die Konditi-onszahl der zugrundeliegenden Sub-Matrix zu mahen. Insbesondere best�atigt sih,da� die Diskrepanz dabei von entsheidender Bedeutung ist.Interessant ist, da� auh andere Algorithmen, wie Levinson-Durbin-Algorithmus(siehe [16℄) und Cholesky-Verfahren, auf �ahnlihe Faktorisierungen f�uhren.BemerkungenZum Shlu� des Kapitels sei noh einmal betont, da� die hier untersuhten analogenRS-Codes bzw. deren Korrektureigenshaften auf (analogen) Hamming{, niht etwaauf Euklidshen Distanzen beruhen.Es wurden hier keine Rehenungenauigkeiten einbezogen. Die Betrahtungen wurdenvorerst auf den Einu� von zus�atzlih �uberlagertem Hintergrundraushen bei denEmpfangssymbolen beshr�ankt.Rehengenauigkeitse�ekte werden im Folgekapitel untersuht.



Kapitel 6Einu� der Rehenungenauigkeitbeim BMA
Dieses Kapitel vermittelt einen Eindruk, wie stark sih Rehenungenauigkeiten,hervorgerufen durh Darstellung der Operanden mit einer endlihen Stellenzahl, beider Ermittlung der Fehlerstellen auswirken. Die Untersuhung erfolgt am Beispieldes BMA. Es sollen dabei insbesondere die Parameter herausgestellt werden, die alsbestimmende Gr�o�en f�ur die Fortpanzung von Rehenungenauigkeiten zu sehensind.Die Fehlerein�usse bei Fest- oder Gleitkomma-Arithmetik lassen sih wie folgt mo-dellieren (siehe z.B. [21℄ und [16℄):Festkomma-Arithmetik (�xed point { gekennzeihnet durh fx):fx (a+ b) = a+ b (6.1)fx (a � b) = a � b+ �fx (6.2)fx (a=b) = a=b+ �fx (6.3)Gleitkomma-Arithmetik (oating point { gekennzeihnet durh ): (a+ b) = (a+ b) (1 + �fl) (6.4) (a � b) = (a � b) (1 + �fl) (6.5) (a=b) = (a=b) (1 + �fl) : (6.6)Zur Untersuhung des BMA ist es zun�ahst n�otig, die Rekursionsvorshriften ineiner komprimierten Form wiederzugeben. Diese ergibt sih unter der Voraussetzung,da� die Diskrepanz di grunds�atzlih ungleih Null sei und mit Unterdr�ukung der79



80 KAPITEL 6. EINFLUSS DER RECHENUNGENAUIGKEITersten �Anderung des Fehlerstellenpolynoms, die sih in Abshnitt 5.3.2 ohnehin als�uber�ussig erwies, zu:j = 0; 1; 2; : : : dj = Sj + dj=2eXk=1 �j�1;kSj�k (6.7)j = 1; 3; 5; : : : �j;i = �j�1;i � djdj�1�j�2;i�1 (6.8)j = 2; 4; 6; : : : �j;i = �j�1;i � djdj�2�j�3;i�2 : (6.9)Bezeihnet man mit ~dj respektive ~�j;i die mit Rehenungenauigkeiten behaftetenGr�o�en und die entsprehenden Rehenfehler mit Æj bzw. &j;i, so folgt~dj = dj + Æj (6.10)~�j;i = �j;i + &j;i : (6.11)Die Rekursionen f�ur die fehlerbehafteten Gr�o�en k�onnen dann wie folgt aufgeshrie-ben werden:~dj = Sj + dj=2eXk=1 ~�j�1;kSj�k + �j (6.12)~�j;i = ~�j�1;i � ~dj~dj�1 ~�j�2;i�1 + �j;i ; j = 2n� 1 (6.13)~�j;i = ~�j�1;i � ~dj~dj�2 ~�j�3;i�2 + �j;i ; j = 2n ; n = 1; 2; : : : ; (6.14)wobei �j und �j;i die jeweils hinzukommenden Rehenungenauigkeiten kennzeihnen.Hieraus folgen sofort Beziehungen f�ur die FehlerfortpanzungÆj = dj=2eXk=1 &j�1;kSj�k + �j (6.15)&j;i = &j�1;i � djdj�1 &j�2;i�1 �  Æjdj�1 � djd2j�1 Æj�1!�j�2;i�1 + �j;i (6.16)&j;i = &j�1;i � djdj�2 &j�3;i�2 �  Æjdj�2 � djd2j�2 Æj�2!�j�3;i�2 + �j;i ; (6.17)wobei wieder in Gleihung 6.16: j = 2n� 1 und in 6.17: j = 2n ist.



81Man gelangt zu den letzten beiden Beziehungen �uber eine Taylor-Entwiklung, wennman Fehlerterme zweiter und h�oherer Ordnung vernahl�assigt.1Bestimmende Parameter sind siherlih dj�1 in Gleihung 6.16 bzw. dj�2 in Glei-hung 6.17 im Verh�altnis zu dj, �j�2;i�1 bzw. dj, �j�3;i�2. Dies bedeutet, je gerin-ger der Betrag der Diskrepanz vor der letzten L�angen�anderung, um so st�arker dieFortpanzung von Rehenfehlern. Es sei darauf hingewiesen, da� diese Diskrepanzebenfalls bestimmend f�ur die Konditionierung des jeweiligen Sub-Systems ist (sieheGleihung 5.58). Oft wird der Rehenfehler im L�osungsvektor wieder auf die reh-te Seite umgerehnet. Da dies hier jedoh keine neuen Erkenntnisse liefert, werdenentsprehende Rekursionen bei Bezug auf die rehte Seite an dieser Stelle niht wie-dergegeben.Es werden nun im folgenden einige Simulationsergebnisse behandelt, die den Einu�der Zahlendarstellung auf den Anteil der korrigierbaren (auÆndbaren) Fehlermusteraufzeigen. Dabei wurde vorausgesetzt, da� kein Hintergrundraushen vorhanden ist,um die Auswirkung von Rehenungenauigkeiten unabh�angig von anderen E�ektenuntersuhen zu k�onnen. �Uberlegungen zur Konditionierung waren ja bereits Inhaltdes vorigen Kapitels. Die Simulationen gehen von Gleitkommaarithmetik aus, undzeigen Abh�angigkeiten von Mantissenl�ange und darstellbarem Zahlenbereih. Derdarstellbare Zahlenbereih wird dabei wie folgt festgelegt:10�i � X � 10i : (6.18)Jeder Punkt in den beiden nahstehenden Diagrammen kennzeihnet die Mittelungaus 100 Einzelsimulationen (100 vershiedene Codeworte mit jeweils vershiedenenFehlermustern). Es wurde der `worst ase' mit e = bM=2 zugrundegelegt.Aus den beiden Darstellungen ist zu ersehen, da� mit zunehmender Codewortl�angeund Verringerung der Rate R =M=N die Anforderungen an die Rehengenauigkeitund an die Gr�o�e des darstellbaren Zahlenbereihs steigen. Aus Bild 6.2 folgt, da� dererforderlihe Zahlenbereih bei allen vier gezeigten Beispielen niht sehr gro� ist, wasdaf�ur spriht, da� die Verwendung von Gleitkommaarithmetik niht zwingend ist.Hingegen ist die ben�otigte Mantissenstellenzahl gem�a� Bild 6.1 bei Codewortl�angen�uber 40 niht zu untersh�atzen. Dennoh d�urfte sogar im Falle N = 100; R = 0; 8eine Festkommadarstellung mit 32Bit bei geeigneter Normierung noh gen�ugen. Ge-naue Aussagen sind jedoh nur bei gegebener Implementierung m�oglih. (Dabei sinddann z.B. Fragestellungen von Bedeutung, ob Abshneiden oder Runden g�unstigereErgebnisse liefert und �Ahnlihes.)1 dj+Æjdj�1+Æj�1 = (dj + Æj) 1dj�1 11+ Æj�1dj�1 � (dj + Æj) 1dj�1 �1� Æj�1dj�1 � � djdj�1 + Æjdj�1 � djd2j�1 Æj�1



82 KAPITEL 6. EINFLUSS DER RECHENUNGENAUIGKEIT

Abbildung 6.1: Der Anteil korrigierbarer Fehlermuster in Abh�angig-keit der Mantissenl�ange

Abbildung 6.2: Der Anteil korrigierbarer Fehlermuster in Abh�angig-keit des darstellbaren Zahlenbereihs



83Zusammenfassend seien die Einu�faktoren wie folgt gekennzeihnet: je gr�o�er die indie Deodierung eingehenden Gleihungssysteme bzw. Matrizen (DFT-Matrix undToeplitz-Matrix), um so gr�o�er sind die Anforderungen an die Arithmetik. Die L�angeder DFT entspriht der Codewortl�ange und die Anzahl der Pr�ufstellen spiegelt sihin der Gr�o�e des Toeplitz-Shl�usselgleihungssystems wieder.Nah diesem kurzen Kapitel, das sih wiederum mit dem BMA besh�aftigte, shlie�tsih nun ein Kapitel an, das noh etwas auf zwei weitere Algorithmen f�ur Toeplitz-Systeme eingeht.



Kapitel 7Zwei weitere M�oglihkeiten zurL�osung von Toeplitz-Systemen
In diesem Kapitel werden erg�anzend zwei weitere Algorithmen zur L�osung desShl�usselgleihungssystems angegeben. Zum einen wird der bereits erw�ahnte Le-vinson-Durbin-Algorithmus zur L�osung von Toeplitz-Systemen erl�autert und eineErweiterung vorgestellt, die es erm�ogliht, neben der L�osung eines Toeplitz-Systems,auh die Inverse der KoeÆzientenmatrix mit geringem Aufwand zu bestimmen. Zumanderen wird ein interessanter Zusammenhang zwishen Toeplitz-Problem und demin der Ehokompensation verwendeten LMS-Algorithmus (LeastMean Square, auhGradientenverfahren genannt) aufgezeigt.7.1 Eine Erweiterung desLevinson-Durbin-AlgorithmusDer Levinson-Durbin-Algorithmus, im folgenden mit LDA bezeihnet, wird bevor-zugt im Bereih der digitalen Signalverarbeitung, wie z.B. der linearen Pr�adiktion,eingesetzt.Er ist allerdings niht universell zur L�osung jegliher Toeplitz-Gleihungssystemegeeignet. Eine Tatsahe, die leider in der Literatur oft unerw�ahnt bleibt. Der Algo-rithmus versagt, wenn Untermatrizen singul�ar sind.Es ist auh keineswegs rihtig, wie in [5℄ behauptet wird, da� der LDA nur f�ur (zurHauptdiagonalen) symmetrishe oder Hermiteshe Toeplitz-Systeme anwendbar sei.Es existiert lediglih eine Spezialisierung hierf�ur. (z.B. in [45℄).84



7.1. ERWEITERUNG DES LDA 85Zun�ahst wird im folgenden der LDA in seiner urspr�unglihen Form f�ur niht zwangsl�au�gsymmetrishe Toeplitz-Matrizen erl�autert. Hieran shlie�t sih die Darstellung dervom Verfasser vorgeshlagenen Erweiterung zur Inversion einer Toeplitz-Matrix an.Der LDA wurde 1947, kurz nah den Arbeiten von Wiener, in [36℄ als Verfahren zurL�osung von Problemen der diskreten `Least-Squares'-Sh�atzung vorgestellt. Sp�aterwurde der Algorithmus von Durbin `wiederentdekt' und spezialisiert ([20℄).Die diskrete `Least-Squares'-Pr�adiktion f�uhrt auf ein Gleihungssystem der Form
(1; Am;1; : : : ; Am;m) 0BBBBBBBBB�

R0 R1 � � RmR�1 R0 . . . �� . . . . . . . . . �� . . . . . . R1R�m � � R�1 R0
1CCCCCCCCCA| {z }=:Rm = (Rlm; 0; : : : ; 0) ; (7.1)

welhes unter dem Namen Yule-Walker-Gleihungen1 bekannt geworden ist (siehehierzu [45℄, [34℄ oder [51℄). Rlm bezeihnet den mittleren quadratishen Fehler. DieKoeÆzientenmatrix weist ebenso, wie die Syndrommatrix, eine Toeplitz-Strukturauf. Zus�atzlih handelt es sih um eine Hermiteshe Matrix. Diese Eigenshaft wirdjedoh im folgenden niht verwendet.Im Gegensatz zum BMA erweitert der LDA rekursiv die betrahteten Sub-Matrizenin Hauptdiagonalenrihtung. Der BMA startet bei dem KoeÆzienten links unten {rehts oben w�are genauso m�oglih gewesen {, der LDA beginnt hingegen mit demGleihungssystem (1) (R0) = (Rl0) = (Rr0) : (7.2)Ebenso wie beim BMA erg�anzt man naheliegenderweise die L�osungsvektoren mitNullen, wenn das n�ahst gr�o�ere Sub-System untersuht wird. Hiermit sei shonangedeutet, da� hier niht nur ein, sondern zwei L�osungsvektoren rekursiv variiertwerden, was die Parallelverarbeitung von zwei Gleihungssystemen bedeutet.Erweitert man Gleihungssystem 7.1 durh rehtsseitiges Anf�ugen einer Null, soerh�alt man (1; Am;1; : : : ; Am;m; 0) (Rm+1) = �Rlm; 0; : : : ; 0; �m� : (7.3)Im Falle �m = Rm+1 +Pmi=1Am;iRm�i+1 = 0 hat man bereits die L�osung des erwei-terten Systems gefunden.1Im Falle mehrkanaliger Pr�adiktion bezeihnen die Ri Autokorrelationsmatrizen.



86 KAPITEL 7. ZWEI WEITERE M�OGLICHKEITEN . . .Sollte diese `Diskrepanz' ungleih Null sein, so verwendet man ein Hilfs-Gleihungs-system in der Form(0; Bm;m; : : : ; Bm;1; 1) (Rm+1) = (�m; 0; : : : ; 0; Rrm) ; (7.4)das ebenso rekursiv ermittelt wird, wie das System mit dem zuvor verwendetenL�osungsvektor ~A.Durh gewihtete Linearkombination der beiden L�osungsvektoren eliminiert man dieDiskrepanzen �m und �m. Man erh�alt durh diese gewihtete Summation(1; Am;1 +K�mBm;m; : : : ; K�m) (R) = �Rlm +K�m�m; 0; : : : ; 0; �m +K�mRrm� : (7.5)W�ahlt man K�m = ��m (Rrm)�1 ; (7.6)so ergibt(1; Am+1;1; : : : ; Am+1;m+1) = (1; Am;1; : : : ; Am;m; 0)+K�m (0; Bm;m; : : : ; Bm;1; 1) (7.7)die L�osung des erweiterten Gleihungssystems.F�ur den zweiten L�osungsvektor folgt mitK�m = ��m �Rlm��1 (7.8)(Bm+1;m+1; : : : ; Bm+1;1; 1) = (0; Bm;m; : : : ; Bm;1; 1) +K�m (1; Am;1; : : : ; Am;m; 0) :(7.9)Rlm und Rrm gehorhen dann den RekursionenRlm+1 = Rlm � �m�m (Rrm)�1 (7.10)Rrm+1 = Rrm � �m�m �Rlm��1 : (7.11)Zusammen mit der Initialisierung des LDA in Gleihung 7.2 folgt hieraus sofortRlm = Rrm : (7.12)Nahdem der LDA in seinen Grundz�ugen (in Anlehnung an [34℄) erl�autert ist, wirdnun im folgenden der Zusammenhang zu Shl�usselgleihungssystem und Fehlerstel-lenpolynom er�ortert.



7.1. ERWEITERUNG DES LDA 87Das Fehlerstellenpolynom wurde in De�nition 3.1 wie folgt eingef�uhrt:�(x) = Yi2IF (x � z�i) = �0 + �1x+ : : :+ �e�1 + 1xe : (7.13)Auf den niedrigsten KoeÆzienten normiert, lie�e sih �(x) auh als�(x) = Yi2IF (1 � xzi) = 1 + �1x + : : :+ �e�1 + �exe (7.14)de�nieren. Es wird hier absihtlih keine neue Bezeihnung eingef�uhrt, da f�ur dasFehlerstellenpolynom nur die Nullstellen, niht die Normierung, von Bedeutung sind.Der Shl�usselgleihung eXi=0 �i � Sj�i = 0 j = e; : : : ;M � 1 (7.15)() Sj = eXi=1 �i � Sj�i : (7.16)entspriht unter der Annahme ungeradzahliger Pr�ufstellenzahl M = 2E +1 und f�ure = E das Gleihungssystem
(1; C1; C2; : : : ; CE) 0BBBBBBBBB�

SE SE+1 � � S2ESE�1 SE . . . �� . . . . . . . . . �� . . . . . . SE+1S0 � � SE�1 SE
1CCCCCCCCCA = (0; 0; : : : ; 0) ; (7.17)

welhes in der Struktur den Yule-Walker-Gleihungen 7.1 entspriht.Es wird im folgenden vorausgesetzt, alle betrahteten Untermatrizen seien niht-singul�ar. Dies bedeutet insbesondere auh, da� die Komponente SE ungleih Nullist.Die Initialisierung des Algorithmus erfolgt mit(1) � (SE) = �Rl0� =) Rl0 = SE (7.18)bzw. (1) � (SE) = (Rr0) =) Rr0 = Rl0 = SE ; (7.19)wobei ohnehin Rlm = Rrm gilt.



88 KAPITEL 7. ZWEI WEITERE M�OGLICHKEITEN . . .Bei nihtvershwindenden Diskrepanzen verl�angert der LDA nun sukzessive die L�osungs-vektoren, was einem Inkrement des Grades des Fehlerstellenpolynoms entspriht. Indieser Hinsiht besteht eine gewisse �Ahnlihkeit zum BMA.Interessant ist, da� der LDA bei ungeradzahliger Pr�ufstellenzahl beide oben angege-benen Darstellungsformen des Fehlerstellenpolynoms liefert. Es gelten die Entspre-hungen: (1; AE;1; : : : ; AE;E�1; AE;E)  ! �(x) gem�a� 7.14 (7.20)(BE;E; BE;E�1; : : : ; BE;1; 1)  ! �(x) gem�a� 7.13 : (7.21)Bislang wurde eine ungeradzahlige Syndromstellenzahl vorausgesetzt, was jedohniht notwendig ist, wie sogleih gezeigt wird.Bei geradzahliger Syndromstellenzahl (S0; : : : ; S2E�1) ist das Element S2E unbe-kannt. Dieses geht jedoh in die Berehnung von �E�1 ein, was dazu f�uhrt, da�die AE;i niht de�niert sind. Zur Ermittlung der KoeÆzienten BE;i wird K�E�1 =��E�1 �RlE�1��1 verwendet. Sowohl f�ur �E�1, als auh f�ur RlE�1 wird S2E nihtben�otigt. Somit liefert lediglih der Vektor der BE;i ein in diesem Fall g�ultiges Er-gebnis.Man h�atte nat�urlih das Gleihungssystem 7.17 auh wie folgt darstellen k�onnen:
(1; C1; C2; : : : ; CE) 0BBBBBBBBB�

SE�1 SE � � S2E�1SE�2 SE�1 . . . �� . . . . . . . . . �� . . . . . . SES�1 � � SE�2 SE�1
1CCCCCCCCCA = (0; 0; : : : ; 0) : (7.22)

Dann w�are S�1 das unbekannte Syndromelement, welhes dann weder in �E�1 nohin RrE�1 eingeht. Mit K�E�1 = ��E�1 �RrE�1��1 ergibt daher der Vektor der AE;i daskorrekte Ergebnis.Der Fall singul�arer UntermatrizenSingul�are Untermatrizen haben im LDA zur Folge, da� die beiden zugeh�origenL�osungsvektoren linear abh�angig sind und die rehte Seite g�anzlih vershwindet,wodurh der Algorithmus abbriht.Das Fortf�uhren des LDA im Fall singul�arer Submatrizen ist in Einzelf�allen durhNeustart des Algorithmus an der ersten Komponente der letzten Spalte der sin-gul�aren Untermatrix und eventuell zus�atzlih an der ersten Komponente der letzten



7.1. ERWEITERUNG DES LDA 89Zeile dieser Submatrix unter Ausnutzung des singul�aren (homogenen) Subsystemsm�oglih. Eine in jedem Fall anwendbare Vorgehensweise ist jedoh bislang nihtbekannt. Auf eine Wiedergabe der angesprohenen Spezialf�alle soll hier verzihtetwerden. Einer Singularit�at bei der Initialisierung, d.h. falls SE bzw. SE�1 gleihNull sein sollten, ist einfah durh Wahl des jeweils anderen Gleihungssystems {7.17 oder 7.22 { zu begegnen.Bei analogen Problemen ist die Shwierigkeit der Behandlung von Systemen, derenKoeÆzientenmatrix singul�are Untermatrizen enth�alt, mit dem LDA etwas wenigerkritish zu bewerten, da Determinanten dort bestenfalls n�aherungsweise, aber nieexakt vershwinden (die Wahrsheinlihkeit hierf�ur geht gegen Null). Es ergeben sih`lediglih' numerishe Probleme, die unter Umst�anden aber auh niht tolerierbarsind. �Uber endlihen Zahlenk�orpern ist die M�oglihkeit der Singularit�at per Prinzipgegeben, wodurh sih die Anwendung des LDA von selbst verbietet.Erweiterter LMS-AlgorithmusDie Inversion von Toeplitz-Matrizen ist insbesondere in der Theorie diskreter Zu-fallsprozesse von Interesse. Als Beispiel einer Anwendung sei hier nur eine Ver�o�ent-lihung zur Parametersh�atzung genannt [11℄, ohne jedoh hierauf n�aher einzugehen.Bevor eine Erweiterung des LMS-Algorithmus vorgestellt wird, die ebenso, wie z.B.der Trenh-Algorithmus ([56℄), die Berehnung der Inversen einer Toeplitz-Matrixerlaubt, soll noh der Begri� der Persymmetrie gem�a� [5℄ eingef�uhrt werden.De�nition 7.1 Mit `persymmetrish' kennzeihnet man eine Matrix mit einer Sym-metrie bez�uglih der Nebendiagonalen (ai;j = an+1�j;n+1�i bei einer quadratishenn� n-Matrix).Toeplitz-Matrizen geh�oren zu dieser Gruppe von Matrizen. Von besonderem Inter-esse ist hier der folgende Satz, der ebenfalls, jedoh mit einem fehlerhaften Beweis,in [5℄ angegeben wird:Satz 7.1 Die Inverse A�1 einer persymmetrishen Matrix A ist wiederum persym-metrish.Beweis: Sei J eine Permutationsmatrix derselben Gr�o�e wie A mit Einsen in derNebendiagonalen. Mit J2 = 1 folgt J�1 = J . Matrizen sind genau dann (und nurdann) persymmetrish wenn gilt: J AJ = AT :



90 KAPITEL 7. ZWEI WEITERE M�OGLICHKEITEN . . .Man bedenke dabei, da� ein linksseitiges Multiplizieren mit J ein Spiegeln an einerhorizontalen Mittelahse und ein entsprehendes rehtsseitiges Multiplizieren einSpiegeln an einer vertikalen Mittelahse bedeutet. Eine Inversion obiger Beziehungliefert J A�1J = (AT )�1 = (A�1)T ;womit bewiesen ist, da� A�1 ebenfalls persymmetrish ist.Wie shon oben angegeben, basiert auh der LDA auf sukzessivem Erweitern derL�osungsvektoren mit Nullen bei Betrahtung der n�ahst gr�o�eren Sub-Toeplitz-Matrix. Die Auswirkung des Anf�ugens von Nullen soll im folgenden noh einmalklar herausgestellt werden.Erweitern durh Anf�ugen einer Null rehts:Die rehte Seite des Gleihungssystems bleibt erhalten und eine neue Stelle wirdrehts hinzugef�ugt { symbolish dargestellt:( � vorherige rehte Seite �! ; neue Stelle) :Erweitern durh Anf�ugen einer Null links:Die rehte Seite des Gleihungssystems bleibt erhalten und eine neue Stelle wirdlinks hinzugef�ugt { symbolish dargestellt:(neue Stelle ;  � vorherige rehte Seite �!) :Dies bedeutet, da� die vorherige rehte Seite nun entweder links- oder rehtsb�un-dig ersheint. Zusammen mit den Vektoren ~A oder ~B des urspr�unglihen LDA, mitwelhen man durh Linearkombination die neu auftretende Komponente zum Ver-shwinden bringen kann, ist es m�oglih, eine rehte Seite zu erzeugen, die nur eineKomponente ungleih Null besitzt. Normierung des Gleihungssystems auf dieseKomponente liefert jeweils eine Zeile der inversen Matrix. Eine shematishe Dar-stellung ist in Bild 7.1 angegeben.Links und rehts �ndet sih der herk�ommlihe LDA (senkrehte Pfeile). Rehtsorien-tierte Pfeile bezeihnen das Erweitern mit Nullen links (L), linksorientierte Pfeile dasErweitern mit Nullen rehts (R). Die jeweils neu hinzukommenden Komponentenwerden durh Linearkombination mit den L�osungsvektoren am rehten und linkenRand (herk�ommliher LDA) auf gleiher Ebene eliminiert.Zur besseren Veranshaulihung wird nahfolgend ein Beispiel zur Inversion einer4 � 4-Matrix mit Komponenten aus GF (11) angegeben. (Aus Gr�unden der An-



7.1. ERWEITERUNG DES LDA 91

R L LR LL
(?,0,0,0,0) (0,?,0,0,0) (0,0,?,0,0) (0,0,0,?,0) (0,0,0,0,?)(?,0,0,0) (0,?,0,0) (0,0,?,0) (0,0,0,?)(?,0,0) (0,?,0) (0,0,?)(?,0) (0,?)

??
?

??
?q	 R	 R R

Abbildung 7.1: Shematishe Veranshaulihung des erweiterten Levinson-Dur-bin-Algorithmus { angegeben sind die rekursiv auftretenden rehten Seitenshaulihkeit wurde ein endliher Zahlenk�orper gew�ahlt. Dabei mu� nat�urlih daraufgeahtet werden, da� Untermatrizen niht singul�ar sind.)



92 KAPITEL 7. ZWEI WEITERE M�OGLICHKEITEN . . .BeispielGesuht sei die Inverse A�1 zuA = 0BBBB� 10 0 4 02 10 0 49 2 10 05 9 2 10 1CCCCA(1) (10) = (10)(1; 0) 10 02 10 ! = (10; 0) (0; 1) 10 02 10 ! = (2; 10)(1; 0)� 010(0; 1) = (1; 0) (0; 1)� 210(1; 0) = (2; 1)(1; 0) 10 02 10 ! = (10; 0) (2; 1) 10 02 10 ! = (0; 10)
(1; 0; 0)0BB� 10 0 42 10 09 2 10 1CCA = (10; 0; 4) (0; 1; 0)0BB� 10 0 42 10 09 2 10 1CCA = (2; 10; 0)(1; 0; 0)� 410(0; 2; 1) = (1; 8; 4) (0; 1; 0)� 27(1; 8; 4) = (6; 5; 2)(1; 8; 4)0BB� 10 0 42 10 09 2 10 1CCA = (7; 0; 0) (6; 5; 2)0BB� 10 0 42 10 09 2 10 1CCA = (0; 10; 0)
(1; 8; 4; 0)A = (7; 0; 0; 10) (6; 5; 2; 0)A = (0; 10; 0; 9)(1; 8; 4; 0)� 107 (0; 2; 2; 1) = (1; 2; 9; 8) (6; 5; 2; 0)� 93(4; 1; 7; 1) = (5; 2; 3; 8)(1; 2; 9; 8)A = (3; 0; 0; 0) (5; 2; 3; 8)A = (0; 10; 0; 0)

=) A�1 = 0BBBB� 1=3 2=3 9=3 8=35=10 2=10 3=10 8=107=10 9=10 2=10 3=104=3 1=3 7=3 1=3 1CCCCA = 0BBBB� 4 8 3 106 9 8 34 2 9 85 4 6 4 1CCCCA
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(0; 2; 1)0BB� 10 0 42 10 09 2 10 1CCA = (2; 0; 10)(0; 2; 1)� 210(1; 0; 0) = (2; 2; 1)(2; 2; 1)0BB� 10 0 42 10 09 2 10 1CCA = (0; 0; 7)
(0; 6; 5; 2)A = (1; 0; 10; 0) (0; 2; 2; 1)A = (5; 0; 0; 7)(0; 6; 5; 2)� 13(1; 2; 9; 8) = (7; 9; 2; 3) (0; 2; 2; 1)� 57(1; 8; 4; 0) = (4; 1; 7; 1)(7; 9; 2; 3)A = (0; 0; 10; 0) (4; 1; 7; 1)A = (0; 0; 0; 3)Die Inverse besitzt, entsprehend obigem Satz, die Eigenshaft der Persymmetrie.Der baumartig erweiterte LDA liefert auf einfahe Weise die Inverse einer Toeplitz-Matrix. Es werden hierbei ebenfalls die Inversen aller betrahteten Sub-Matrizenermittelt.Die Behandlung `direkter' rekursiver Toeplitz-Algorithmen wird mit diesem Ab-shnitt abgeshlossen. Es sei an dieser Stelle noh bemerkt, da� diese Arbeit trotz der



94 KAPITEL 7. ZWEI WEITERE M�OGLICHKEITEN . . .Betrahtung der wesentlihen Toeplitz-Algorithmen (BMA, Euklid2, LDA) nat�urlihniht zum Ziel hat, einen �Uberblik �uber alle bekannten Verfahren zu bieten, da diesden hier gegebenen Rahmen sprengen w�urde. Stattdessen wird im Folgekapitel nohauf einen interessanten Zusammenhang zu einem aus der Ehokompensation be-kannten Verfahren hingewiesen (ohne jedoh f�ur die Deodierung von praktisherRelevanz zu sein).7.2 Toeplitz-Systeme undLeast-Mean-Square-AlgorithmusIn der Ehokompensation (u.a.) wird oft ein iteratives Verfahren, der sogenannteLMS-Algorithmus (Least Mean Square), zum Abgleih eines Transversal�lters ver-wendet (siehe z.B. [43℄ und [64℄). Hier soll die prinzipielle M�oglihkeit aufgezeigtwerden, den Algorithmus ebenfalls zur iterativen L�osung des Shl�usselgleihungssys-tems einzusetzen.Das Shl�usselgleihungssystem ist wieder bestimmt durhSj + eXi=1 �i � Sj�i = 0 j = e; : : : ;M � 1 ; (7.23)wobei die zu ermittelnden Komponenten �i die KoeÆzienten des Fehlerstellenpoly-noms darstellen.Ein Transversal�lter mit den KoeÆzienten (��i) liefert bei der Eingangsfolge Sj�e; : : : ; Sj�1den Ausgang Yj = � eXi=1 �i � Sj�i : (7.24)Gem�a� der Shl�usselgleihung sollte sih dabei Yj = Sj ergeben. Die DiskrepanzÆj = Sj�Yj k�onnte dann im Gradientenverfahren zum Nahf�uhren der KoeÆzientendienen: ~�j+1 = ~�j + � � Æj � ~S�jk~Sjk2 : (7.25)Das Gradientenverfahren stellt hiermit ein iteratives Verfahren zur L�osung einesToeplitz-Systems dar. Man wiederholt dabei zyklish den verwendeten Ausshnitt2Der Euklidshe Algorithmus wurde in dieser Arbeit niht direkt mit Toeplitz-Systemen inVerbindung gebraht. Hierzu sei auf [5℄, S. 379 �. verwiesen.



7.2. TOEPLITZ-SYSTEME UND LMS-ALGORITHMUS 95aus den bekannten Syndromelementen. Den LMS-Algorithmus k�onnte man damit indie Reihe der sogenannten Relaxationsverfahren (siehe z.B. [55℄) einordnen, wobei� dann als Relaxationsparameter zu betrahten w�are (0 < � < 1).F�ur den praktishen Einsatz zur Deodierung ist das iterative Verfahren jedoh we-gen der zu gro�en Anzahl der n�otigen Iterationsshritte (besonders mit zunehmenderImpulsfehler-Anzahl e) niht von Interesse. Dennoh sollten iterative L�osungsm�og-lihkeiten niht g�anzlih �ubergangen werden.



Kapitel 8Tiefpa�-Filterung versusDeodierung {{ ein Qualit�atsvergleih
Dieses Kapitel, das, sieht man von der Zusammenfassung einmal ab, das Shlu�-kapitel dieser Arbeit bildet, stellt einen Vergleih zwishen analoger Deodierungund simplem Nullsetzen der Syndromkomponenten, was einer Tiefpa��lterung ent-spriht, her. Es wird hierbei Bezug auf eine Arbeit von Helstrom 1964 ([26℄) genom-men, die als Ergebnis folgende Aussage liefert:Codierung von K Informationsstellen in N Stellen eines Codewortes zur�Ubertragung �uber einen Kanal, dessen St�orungen normalverteilt, `wei�'und statistish unabh�angig mit gleiher Standardabweihung f�ur die ein-zelnen Codesymbole sind, bringt keinerlei Vorteile bez�uglih des resultie-renden St�orabstands gegen�uber der direkten �Ubermittlung der K Infor-mationssymbole. Hierbei wurde vorausgesetzt, da� die Informationsstel-len einem bandbegrenzten Signal entstammen. Dieses Ergebnis ist nihtabh�angig von statistishen Abh�angigkeiten in den Informationssymbolen.Es sei jedoh betont, da� diese Aussage nur unter obigen Randbedingungen korrektist. Im Falle von impulsf�ormigen St�orungen (mit eventuell zus�atzlihen statistishenAbh�angigkeiten), tri�t sie keineswegs zu. Diese Stellungnahme �ndet sih auh be-reits in [68℄, ohne sih jedoh auf konkrete Untersuhungen zu st�utzen.Hier sollen Simulationsergebnisse angegeben werden, die sowohl Helstroms Aussagebest�atigen, als auh deren Einshr�ankung dokumentieren.96



8.1. SIMULATIONSERGEBNISSE 978.1 SimulationsergebnisseAm Beispiel eines analogen RS-Codes mit den Parametern N = 20; K = 10 werdenim folgenden die Eigenshaften von `Tiefpa�-Filterung' und Deodierung verglihen.Es wird hierzu die Kanalharakteristik zwishen reinem Gauss'shem Raushen undreinen Impulsst�orungen variiert. Die Vorgehensweise im einzelnen:� `Tiefpa�-Filterung' bedeutet shlihtes Nullsetzen des Syndromanteils im Fre-quenzbereih.� Die Deodierung erfolgt mit dem BMA zur Ermittlung der Fehlerstellen undder `Least-Squares-Approximation' gem�a� Kapitel 3.4, Gleihung 3.29 zur Be-stimmung der Fehlerwerte.Ein `Least-Squares'-Verfahren wurde gew�ahlt, um alle Syndomstellen bei der Feh-lerwertbestimmung zu nutzen.Die folgenden Diagramme zeigen die Wurzel aus dem quadratishen Abstand zwi-shen den sih ergebenden korrigierten bzw. `ge�lterten' Vektoren und den fehler-freien Vektoren (Euklidshe Distanz de; normiert wurde auf die Euklidshe Distanzzwishen fehlerbehaftetem und fehlerfreiem Wort de0) in Abh�angigkeit des Verh�alt-nisses von Impulsfehler-Amplitude zu Standardabweihung jBj=� des Gauss'shenRaushens. (Die Kurvenz�uge basieren auf 21 �aquidistanten St�utzwerten, die wie-derum ein Mittel aus der Untersuhung von 100 untershiedlihen Fehlervektorendarstellen.) Es wird dabei vorausgesetzt, alle Impulsfehler bes�a�en gleihe Amplitu-de und zuf�allige, gleihverteilte Phase.Im Falle der `Tiefpa�-Filterung' folgt de TP bei einem Code der Rate 1=2 sofortzu deTP = 1=p2, da durh Nullsetzen der Syndromkomponenten die H�alfte derSt�orenergie eliminiert wird.In jedem der drei hier wiedergegebenen Diagramme �nden sih vier vershiedeneKurven, deren Bezeihnungen wie folgt zu verstehen sind:TP : Nullsetzen der Syndromkomponenten,BMA u. LSQ: BMA zusammen mit Least-Squares-Approximation,BMA, LSQ u. TP : BMA zusammen mit Least-Squares-Approximation undanshlie�end TP ,TP od. BMA=LSQ: Auswahl nah Kriterium im n�ahsten Abshnitt.Aus einem Vergleih der Kurven `TP ' und `BMA u. LSQ' best�atigt sih zun�ahstdie Aussage von Helstrom. Die Fehlerkorrektur ist bei reinem normalverteiltem Rau-shen sogar deutlih ung�unstiger (a. um einen Faktor 2) als die reine `Tiefpa�-



98 KAPITEL 8. TP-FILTERUNG VERSUS DECODIERUNGFilterung', was z.T. daran liegt, da� der BMA die gegebenen Korrekturm�oglihkei-ten niht voll nutzt (e � b(d� 1)=2). Ab einem Verh�altnis jBj=� von ungef�ahr 10bis 30 ist jedoh die Korrektur von Vorteil, wie dies shon oben f�ur das �Uberwiegenvon impulsartigen St�orungen vorausgesagt wurde.Bei der Least-Squares-Approximation werden nat�urlih die Syndromanteile nihtg�anzlih zu Null gezwungen (L�osung eines �uberbestimmten Gleihungssystems).Durh eine sih noh anshlie�ende `Tiefpa�-Filterung' k�onnen diese noh zum Ver-shwinden gebraht werden. Die Kurve `BMA, LSQ u. TP ' zeigt, da� sih nur einegeringf�ugige �Anderung f�ur die Euklidshe Distanz de ergibt. Jedoh ist die Di�erenznutzbar f�ur ein Kriterium zum Entsheid �uber die zu w�ahlende Verarbeitung (TPoder Korrektur). Es ist hiermit m�oglih, ohne vorherige Kenntnis des Kanals, direktAussagen �uber seine Charakteristik zu erhalten. Der sih anshlie�ende Abshnitt8.2 geht hierauf ein. Die zus�atzlih eingetragenen Kurven mit der Kennzeihnung`TP od. BMA=LSQ' werden ebenfalls dort erl�autert.

Abbildung 8.1: Die normierte Euklidshe Distanz de=de0 bei`Tiefpa�-Filterung' oder Korrektur (Parameter N=20, K=10, e=1)in Abh�angigkeit von jBj=�



8.1. SIMULATIONSERGEBNISSE 99

Abbildung 8.2: Die normierte Euklidshe Distanz de=de0 bei`Tiefpa�-Filterung' oder Korrektur (Parameter N=20, K=10, e=3)in Abh�angigkeit von jBj=�

Abbildung 8.3: Die normierte Euklidshe Distanz de=de0 bei`Tiefpa�-Filterung' oder Korrektur (Parameter N=20, K=10, e=5)in Abh�angigkeit von jBj=�



100 KAPITEL 8. TP-FILTERUNG VERSUS DECODIERUNG8.2 Ein AuswahlkriteriumIm vorigen Abshnitt wurde bereits auf den Untershied zwishen den Kurven `BMAu. LSQ' und `BMA, LSQ u. TP ' hingewiesen. Es f�allt auf, da� dieser, ohnehin shongering, sih mit steigendem jBj=� noh reduziert.Tr�agt man die `Energie' im Syndrom nah Least-Squares-Korrektur bezogen auf dieurspr�unglihe `Energie' ohne Korrektur (Esynko=Esynur) �uber dem Verh�altnis jBj=�auf (Bild 8.4), so erkennt man, da� die Kurven einen prinzipiell �ahnlihen Verlauf,verglihen mit den Kurven f�ur Korrektur im vorigen Abshnitt, aufweisen. Sie lie-fern direkt Aussagen �uber die Kanalharakteristik, d.h. ob es sih um �uberwiegendimpulsf�ormige St�orungen oder Raushen handelt.

Abbildung 8.4: `Energie' im Syndrom nah Least-Squares-Korrektur bezogen auf die urspr�unglihe `Energie' ohne Korrektur(Esyn ko=Esynur) in Abh�angigkeit von jBj=�Bei einer Shwellenwahl f�ur Esyn ko=Esynur, beispielsweise hier 0; 085, ergibt sih aufeinfahe Weise ein Auswahlkriterium, ob `Tiefpa��lterung' oder Korrektur zu be-vorzugen ist. Hieraus folgen die im vorigen Abshnitt noh niht erl�auterten Kurven`TP od. BMA=LSQ', die aufzeigen, da� es auf diese Weise m�oglih ist, die Vorteilebeider Alternativen zu nutzen.



Kapitel 9Zusammenfassung
Zun�ahst stellt die vorliegende Arbeit eine Verbindung zwishen sowohl vershiede-nen Disziplinen der Mathematik als auh der Ingenieurwissenshaften her. Es werdenGemeinsamkeiten von Algebraisher Codierungstheorie, Approximationstheorie undNumerik und ebenso die Beziehungen zur digitalen Signalverarbeitung, wie z.B. derlinearen Pr�adiktion, aufgezeigt.Das Bindeglied wird gebildet durh die Konstruktion von Reed-Solomon-Codes oderBCH-Codes (Bose, Chaudhuri, Hoquenghem) �uber komplexen Zahlen. Initiiertwurden die �Uberlegungen hierzu von Marshall 1981 in [40℄ und Wolf 1983 in [68℄,wo sih erste Ans�atze zur Einfehlerkorrektur �nden. Von Wolf wurde ebenfalls derBegri� `analoge Codes' eingef�uhrt.In dieser Arbeit werden nun die Eigenshaften dieser analogen Codes erstmals ge-nauer untersuht. Besondere Aufmerksamkeit verdienen hierbei die Zusammenh�angezu anderen Arbeitsgebieten; so ist mehr als ein Kapitel den Verbindungen zwishenCodierung und Interpolation bzw. Approximation gewidmet.Die besonderen Eigenshaften analoger Codes sind:� beliebig w�ahlbare Codewortl�ange� kein notwendigerweise wertdiskretes, endlihes Alphabet� keine spezielle Algebra und damit� keine spezielle Hardware zur Codierung und Deodierung� h�ohere Kanalkapazit�at durh Nutzung des analogen Ausgangswertes101



102 KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNG� h�ohere Korrekturf�ahigkeit (d� 2 statt b(d� 1)=2) 1� Untersheidbarkeit von Fehlern kleiner und gro�er Amplitude, d.h. `Hinter-grundraushen' ist bis zu einem gewissen Ma� bei der Korrektur der `gro�en'Fehler tolerierbar und es erfolgt eine Korrektur auf das Ma� der `kleinen' Feh-ler, die unkorrigiert bleiben� M�oglihkeit der Rahmensynhronisation bei Wahl eines diskreten Alphabetesf�ur die Informationsstellen, da die sih ergebenden Pr�ufstellen teils niht indiesem Alphabet liegen� herk�ommlihe Codier- und Deodierverfahren f�ur Codes �uber endlihen Zah-lenk�orpern sind nahezu direkt auf den komplexen Fall �ubertragbar und� neue Algorithmen aus anderen Disziplinen sind ebenfalls anwendbar� die Deodierung analoger Codes liefert sogar Aussagen �uber die St�orharakte-ristik des Kanals.Die Betrahtung analoger Codes mit ihren besonderen Eigenshaften bilden ein`Ger�ust', in das sih eine Reihe wihtiger Ergebnisse einf�ugen, die ebenso f�ur an-dere Anwendungsgebiete von Interesse sind. Diese seien an dieser Stelle noh einmaldeutlih herausgestellt.Zun�ahst ist dabei ein neues Verfahren zur Syndromde�nition zu nennen, das auseiner Betrahtung des Newton-Shemas zur Polynominterpolation folgt. In dieserArbeit wird es f�ur einen Beweis der Korrekturf�ahigkeit analoger Codes eingesetztund besonders auf die M�oglihkeit hingewiesen, mit der Methode direkt fehlerfreieBereihe der L�ange K + 1 im Codewort2, ohne die Anwendung von Deodieralgo-rithmen, zu erkennen. Besonders m�ohte ih darauf hinweisen, da� die �Uberlegungenhierzu in der Arbeit meines Kollegen H. Shneider weitergef�uhrt werden und sihdiese neue Syndromfestlegung dort als sehr vielversprehend erweist.Ein zentrales Ergebnis der Arbeit bildet siherlih die neue Beshreibung des wohlwihtigsten Deodieralgorithmus, des Berlekamp-Massey-Algorithmus. Diese bieteteinerseits besondere didaktishe Vorteile gegen�uber Masseys Darstellung, anderer-seits sind wihtige Eigenshaften des Verfahrens aus dieser Beshreibung auf einfa-here Weise zu gewinnen. Hierzu z�ahlt die Erkenntnis, da� der Algorithmus unter der1d: Hamming-Distanz2K: Anzahl der Informationsstellen



103Voraussetzung niht singul�arer Untermatrizen (was man bei analogen Codes voraus-setzen kann) eine Zerlegung der KoeÆzientenmatrix des sogenannten Shl�usselglei-hungssystems in Form einer triangular `square root'-fatorization S�1L = �LD�1L �TLbzw. SL = (�TL)�1DL��1L liefert. �L kennzeihnet eine Dreieksmatrix, bestehendaus den rekursiv ermittelten KoeÆzienten des Fehlerstellenpolynoms, und DL ei-ne Diagonalmatrix aus den zugeh�origen `Diskrepanzen'. Die Faktorisierung erweistsih insbesondere bei den angestellten Konditionsbetrahtungen als g�unstig, die derUntersuhung des Einusses von `Hintergrundraushen' dienen.Ebenfalls sei die vorgestellte Erweiterung des Levinson-Durbin-Algorithmus hervor-gehoben. Hierdurh kann das Verfahren neben der L�osung von Toeplitz-Systemenmit spezieller rehter Seite ebenfalls mit reht geringem Rehenaufwand zur Inversi-on von Toeplitz-Matrizen eingesetzt werden. Dies ist vor allem f�ur Aufgabenstellun-gen aus dem Bereih der Theorie diskreter Zufallsprozesse von besonderem Interesse(Beispiel: Parametersh�atzverfahren).Die �Uberlegungen zu Berlekamp-Massey- und Levinson-Durbin-Algorithmus sindkeineswegs auf Aspekte der Deodierung von analogen Codes beshr�ankt, vielmehrbeziehen sie sih auf jeglihe Problemstellungen, bei denen Toeplitz-Systeme eineRolle spielen, wie z.B. auh `Sattering' (Streuprobleme) und lineare Pr�adiktion.Die hervorgehobenen Punkte bilden Teile einer genauen Untersuhung von RS-Codes�uber komplexen Zahlen. Der Ablauf dieser Untersuhung wird im folgenden noheinmal stihpunktartig skizziert.Nah einer kurzen Einleitung stellt das zweite Kapitel zun�ahst Grundlagen zu-sammen und de�niert analoge RS- und BCH-Codes. Die oben shon aufgef�uhrtenEigenshaften, die man von analogen Codes erwartet, werden dort vorgegeben. Diesehier genannten Besonderheiten bilden gleihzeitig den Gegenstand der Er�orterungender Folgekapitel. Kurz werden dort auh Berehnungen der Kanalkapazit�aten beidiskretem und analogem Ausgang angegeben. Diese liefern besonders interessanteErgebnisse hinsihtlih der in dem analogen Ausgangssignal enthaltenen Kanalzu-standsinformation. Im letzten Kapitel wird dann sogar ein Verfahren vorgestellt, dasaus dem Deodierergebnis R�ukshl�usse auf den Kanalzustand, bzw. die St�orharak-teristik zul�a�t.Im dritten Kapitel werden Parallelen zwishen Interpolation, Approximation und De-odierung aufgezeigt. Folgende Interpolationsverfahren sind hier von besonderem In-teresse: Pronys exponentielle Interpolation, Lagrange-Interpolation, Least-Squares-Approximation, Approximation mit Kettenbr�uhen und das Newton-Verfahren, dasjedoh im Folgekapitel genauer erl�autert wird.



104 KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNGDieses vierte Kapitel geht auf die h�ohere Korrekturf�ahigkeit analoger Codes ein undde�niert �uber die Newton-Interpolation das shon angesprohene `neue' Syndrom.Die Entwiklung von Algorithmen auf der Basis dieses Syndroms zur besseren Aus-nutzung der Korrekturf�ahigkeit bildet siherlih eine interessante Aufgabenstellungzuk�unftiger Forshungsarbeit.Der Hauptteil wird durh das f�unfte Kapitel gebildet. Es wird dort der Einu� derFehleramplitude untersuht, d.h. die Auswirkung von `Hintergrundraushen' auf dieKorrektur von Fehlern `gr�o�erer' Amplitude. Dies geshieht mittels Konditionsbe-trahtungen und unter Zuhilfenahme der in diesem Kapitel vorgestellten neuen Be-shreibung des Berlekamp-Massey-Algorithmus.Nahdem im f�unften Kapitel Rehengenauigkeitse�ekte ausgespart werden, widmetsih das sehste Kapitel entsprehenden Untersuhungen, welhe insbesondere inbezug auf die praktishe Verwendbarkeit analoger Codes unerl�a�lih sind.Hierauf folgen im siebten Kapitel die Erl�auterung des Levinson-Durbin-Algorithmus,mit der shon angesprohenen Erweiterung und einer iterativen L�osungsm�oglihkeitder Shl�usselgleihung.Das ahte Kapitel zeigt abshlie�end auf, in welhen F�allen der Einsatz analoger Co-dierung sinnvoll ist und stellt Vergleihe zu einfaher Tiefpa�-Filterung des gest�ortenSignals an. Hier wird ebenfalls, wie bereits erw�ahnt, eine M�oglihkeit aufgezeigt, dieSt�orharakteristik des Kanals mit der analogen Deodierung zu ermitteln.Besonders betont sei noh einmal, da� diese Arbeit sih auh in der Aufgabe versteht,zwishen vershiedenen Disziplinen zu vermitteln, wenngleih dies in zunehmendemMa�e durh die F�ulle von Ver�o�entlihungen ershwert wird.



Anhang
A.1 { zu Kapitel 2.3 {In oben genanntem Kapitel wurde die Eigenshaft analoger Codes angesprohen, beiWahl einer systematishen Codierung, d.h. einer Codierung, bei der die Informati-onssymbolde unver�andert im Codewort wiederzu�nden sind, und einer diskreten,endlihen Symbolmenge zur Bildung der Informationssymbole, Pr�ufsymbole zu ge-nerieren, die niht grunds�atzlih Elemente der gew�ahlten Symbolmenge sind. Eswurde darauf hingewiesen, da� diese Eigenshaft z.B. zur Synhronisation genutztwerden k�onnte.Hier sollen nun f�ur einige einfahe Beispiele, unter Vorgabe von m-PSK-Punktenin der komplexen Ebene als Symbolvorrat der Informationsstellen, die m�oglihenPr�ufsymbole aufgetragen werden. Der Darstellung in Bild A.1 liegt eine systemati-she Codierung zugrunde, die sih direkt aus Gleihung 2.3 ergibt, denn aus(x) = i(x) � g(x)folgt sofort0 + 1x + : : :+ N�K�1xN�K�1 = � �N�KxN�K + : : :+ N�1xN�1� mod g(x) :Diese Beziehung l�a�t sih durh ein Shieberegister realisieren, wie es z.B. in [6℄wiedergegeben wird.In der Abbildung sind die Informationssymbole durh Kreise, die Pr�ufsymbole durhKreuze gekennzeihnet.
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Abbildung A.1: Systematishe Codierung bei Vorga-be von m-PSK-Punkten f�ur die Informationsstellen(N=M=m)



A.2. ZU KAPITEL 2.4 107A.2 { zu Kapitel 2.4 {II | Zwei St�orzust�ande a, P (a) bekannt, jedoh niht a selbst |DMC: CDMC = maxP (xj) Qj�1Xj=0 Qi�1Xi=0 P (xj)P (yijxj)ldP (yijxj)P (yi)P (yijxj) = Qk�1Xk=0 P (ak)P (yijxj; ak)P (yi) = Qj�1Xj=0 P (xj)P (yijxj) = Qj�1Xj=0 Qk�1Xk=0 P (xj)P (ak)P (yijxj; ak)CDMC = maxP (xj) Qj�1Xj=0 Qi�1Xi=0 P (xj) Qk�1Xk=0 P (ak)P (yijxj; ak) �� ld PQk�1k0=0 P (ak0)P (yijxj; ak0)PQj�1j=0 P (xj)PQk�1k0=0 P (ak0)P (yijxj; ak0)P (xj) = 12 =) P (yi) = 12CDMC = 12 Qj�1Xj=0 Qi�1Xi=0 Qk�1Xk=0 P (ak)P (yijxj; ak) ld0�2 � Qk�1Xk0=0 P (ak0)P (yijxj; ak0)1A= 12 Qk�1Xk=0 P (ak) Qj�1Xj=0 Qi�1Xi=0 P (yijxj; ak) ld0�2 � Qk�1Xk0=0 P (ak0)P (yijxj; ak0)1A= 1 + b � [Pebld (bPeb + (1� b)Peg) + (1� Peb)ld (b(1� Peb) + (1� b)(1� Peg))℄ ++ (1� b) � [Pegld (bPeb + (1� b)Peg) + (1� Peg)ld (b(1� Peb) + (1� b)(1� Peg))℄Mit um := bPeb + (1� b)Peg ) CDMC = 1 + umldum + (1� um)ld(1� um)



108 AnhangAWGN: CAWGN = maxP (xj) Qj�1Xj=0 Z 1�1 P (xj)p(yjxj)ldp(yjxj)p(y) dyp(yjxj) = Qk�1Xk=0 P (ak)p(yjxj; ak)p(y) = Qj�1Xj=0 P (xj)p(yjxj) = Qj�1Xj=0 Qk�1Xk=0 P (xj)P (ak)p(yjxj; ak)P (xj) = 12p(y) = 12 � b � [p(yj+ 1; b) + p(yj � 1; b)℄ + 12 � (1� b) � [p(yj+ 1; g) + p(yj � 1; g)℄p(yj � 1) = b p(yj � 1; b) + (1� b) p(yj � 1; g)CAWGN = 12 Z 1�1 p(yj+ 1)ldp(yj+ 1)p(y) dy + 12 Z 1�1 p(yj � 1)ldp(yj � 1)p(y) dy= Z 10 p(yj+ 1)ldp(yj+ 1)p(y) dy + Z 10 p(yj � 1)ldp(yj � 1)p(y) dyIII | Zwei St�orzust�ande a, P (a) und a selbst bekannt |DMC:CDMC = maxP (xj) Qk�1Xk=0 Qj�1Xj=0 Qi�1Xi=0 P (xj)P (ak; yijxj)ld P (ak; yijxj)PQj�1m=0 P (xm)P (ak; yijxm)= maxP (xj) Qk�1Xk=0 Qj�1Xj=0 Qi�1Xi=0 P (xj)P (akjxj)| {z }P (ak) P (yijxj; ak)ld P (akjxj)P (yijxj; ak)PQj�1m=0 P (xm)P (akjxm)P (yijxm; ak)
= maxP (xj) Qk�1Xk=0 P (ak) Qj�1Xj=0 Qi�1Xi=0 P (xj)P (yijxj; ak)ld P (yijxj; ak)PQj�1m=0 P (xm)P (yijxm; ak) (�)P (xj) = 12 =) P (yi) = 12=) CDMC = 12 Qk�1Xk=0 P (ak) Qj�1Xj=0 Qi�1Xi=0 P (yijxj; ak)ld (2 � P (yijxj; ak))



A.2. ZU KAPITEL 2.4 109= 1 + 12 Qk�1Xk=0 P (ak) Qj�1Xj=0 Qi�1Xi=0 P (yijxj; ak)ld (P (yijxj; ak))= 1 + b � [PebldPeb + (1� Peb)ld(1� Peb)℄ + (1�b) � [PegldPeg + (1� Peg)ld(1� Peg)℄= 1 + b �H(yjx; b) + (1� b) �H(yjx; g)AWGN: (�) =)CAWGN = maxP (xj) Qk�1Xk=0 P (ak) Qj�1Xj=0 Z 1�1 P (xj)p(yjxj; ak)ld p(yjxj; ak)PQj�1m=0 P (xm)p(yjxm; ak)dyP (xj) = 12=) CAWGN = 12b Z 1�1 "p(yj+ 1; b)ld 2p(yj+ 1; b)p(yj+ 1; b) + p(yj � 1; b) ++ p(yj � 1; b)ld 2p(yj � 1; b)p(yj+ 1; b) + p(yj � 1; b)# dy++ 12(1� b) Z 1�1 "p(yj+ 1; g)ld 2p(yj+ 1; g)p(yj+ 1; g) + p(yj � 1; g) ++ p(yj � 1; g)ld 2p(yj � 1; g)p(yj+ 1; g) + p(yj � 1; g)# dy= 1 + b2 Z 1�1 "p(yj+ 1; b)ld p(yj+ 1; b)p(yj+ 1; b) + p(yj � 1; b) ++ p(yj � 1; b)ld p(yj � 1; b)p(yj+ 1; b) + p(yj � 1; b)# dy++ (1� b)2 Z 1�1 "p(yj+ 1; g)ld p(yj+ 1; g)p(yj+ 1; g) + p(yj � 1; g) ++ p(yj � 1; g)ld p(yj � 1; g)p(yj+ 1; g) + p(yj � 1; g)# dy



110 AnhangIV | Zwei St�orzust�ande a, P (a) bekannt, mit Kanalzustandssh�atzung â,Sh�atzfehlerwahrsheinlihkeit P (âja) bekannt |DMC:CDMC = maxP (xj) Qk�1Xk=0 P (âk) Qi�1Xi=0 Qj�1Xj=0 P (xj)P (yijxj; âk)ld P (yijxj; âk)PQj�1m=0 P (xm)P (yijxm; âk)mit P (âk) = Qk�1Xl=0 P (al; âk) = Qk�1Xl=0 P (al)P (âkjal)P (yijxj; âk) = Qk�1Xl=0 P (al)P (âkjal)P (âk) P (yijxj; al) (siehe Fu�note1)P (â = G) = b�1 + (1� b)(1� �2)P (â = B) = b(1� �1) + (1� b)�2P (yijxj; â = G) = b�1P (yijxj; a = B) + (1� b)(1� �2)P (yijxj; a = G)b�1 + (1� b)(1� �2)P (yijxj; â = B) = b(1� �1)P (yijxj; a = B) + (1� b)�2P (yijxj; a = G)b(1� �1) + (1� b)�2P (xj) = 12 =) PQj�1j=0 P (xj)P (yijxj; âk) = P (yijâk) = 12CDMC = 1 + Qk�1Xk=0 Qi�1Xi=0 Qj�1Xj=0 P (âk)P (xj)| {z }1=2 P (yijxj; âk)ld (P (yijxj; âk))P (âk) � P (yijxj; âk) = QkXl=0 P (al)P (âkjal)P (yijxj; al) (Siehe Fu�note3)
=) 8>>>><>>>>: P (âk = G) � P (yijxj; âk = G) = b�1P (yijxj; al = B)++ (1� b)(1� �2)P (yijxj; al = G)P (âk = B) � P (yijxj; âk = B) = b(1� �1)P (yijxj; al = B)++ (1� b)�2P (yijxj; al = G)3folgt aus: P (âk)P (yijâk) = P (âk; yi) = PQk�1l=0 P (al; âk; yi) = PQk�1l=0 P (al)P (âk; yijal) =PQk�1l=0 P (al)P (âkjal)P (yijal; âk)| {z }P (yijal)



A.2. ZU KAPITEL 2.4 111
CDMC = 1 + [b�1Peb + (1� b)(1� �2)Peg℄ � ldb�1Peb + (1� b)(1� �2)Pegb�1 + (1� b)(1� �2) ++ [b�1(1� Peb) + (1� b)(1� �2)(1� Peg)℄ �� ldb�1(1� Peb) + (1� b)(1� �2)(1� Peg)b�1 + (1� b)(1� �2) ++ [b(1� �1)Peb + (1� b)�2Peg℄ � ldb(1� �1)Peb + (1� b)�2Pegb(1� �1) + (1� b)�2 ++ [b(1� �1)(1� Peb) + (1� b)�2(1� Peg)℄ �� ldb(1� �1)(1� Peb) + (1� b)�2(1� Peg)b(1� �1) + (1� b)�2AWGN:CAWGN = maxP (xj) Qk�1Xk=0 P (âk) Z 1�1 Qj�1Xj=0 P (xj)p(yjxj; âk)ld p(yjxj; âk)PQj�1m=0 P (xm)p(yjxm; âk)dyAnalog zur Herleitung f�ur den diskreten Fall erh�alt manCAWGN = 1 + 12 Qk�1Xk=0 Z 1�1 Qj�1Xj=0 P (âk)p(yjxj; âk)ld p(yjxj; âk)PQj�1m=0 p(yjxm; âk)dy :



112 AnhangA.3 { zu Kapitel 5.1.2 {Im folgenden soll die Komplexit�at der mathematishen Betrahtung des Einussesnormalverteilten Hintergrundraushens bei der Deodierung aufgezeigt werden.Vergleihsweise einfah zu beshreiben ist die Bildung des Syndroms �uber die DFT.Die Frequenzbereihskomponenten ergeben sih als Summe von normalverteiltenZustandsvariablen mit gleiher Standardabweihung. Nah dem Additionssatz derNormalverteilung folgt sofort �S = �R = �r � pN :Problematish ist hingegen die Beshreibung der L�osung des Toeplitz-Systems (Shl�ussel-gleihung).Betrahtet man ein Gleihungssystem, dessen KoeÆzientenmatrix und rehte Seitenormalverteilte Zufallsvariablen enth�alt und nimmt zus�atzlih an, diese seien mit-telwertfrei und alle statistish unabh�angig, so l�a�t sih mit etwas mathematishemAufwand noh eine geshlossene L�osung f�ur die Verteilungsdihte des Ergebnisvek-tors angeben.Es sei die L�osung eines allgemeinen Gleihungssystems~z = Y�1 ~xbetrahtet, wobei Y die KoeÆzientenmatrix, ~x die rehte Seite und ~z den L�osungs-vektor darstellt.Zun�ahst wird der Einfahheit halber angenommen, die Komponenten seien jeweilsreell normalverteilt. Die sih ergebende �Anderung f�ur den komplexen Fall wird an-shlie�end angegeben.Zur Bestimmung der Dihte wird folgender Ansatz gemaht:f~z(~z) = ZY f~z(~zjY = Y ) � fY(Y ) dYf~z(~zjY = Y ) = f~x(Y ~z)jdetY �1j = jdetY j � f~x(Y ~z)f~z(~z) = ZY f~x(Y ~z)fY(Y ) jdetY j dY



A.3. ZU KAPITEL 5.1.2 113f~x(~x) = 1(p2��)N e� 12�2 ~xT ~xfY(Y ) = 1(p2��)N2 e� 12�2 Pi;k Y 2i;k = 1(p2��)N2 e� 12�2 sp (Y T Y )f~z(~z) = ZY 1(p2��)N2+N e� 12�2 sp (Y T Y )� 12�2 sp (~zT Y TY ~z) jdetY j dY= 1(p2��)N2+N ZY e� 12�2 sp (Y (1+~z~zT )Y T )jdetY jdY ;da sp (Y TY ) = sp (Y Y T ) :B := 1 + ~z~zT ist symmetrish und positiv de�nit. Es ist daher eine Aufspaltung inzwei positiv de�nite Matrizen B = A � AT eindeutig m�oglih.Die Substitution U = Y � A liefertZ : : : dY = Z : : : jdetAj�N dU=) f~z(~z) = 1(p2��)N2+N ZU e� 12�2 sp (UUT ) jdetAj�(N+1) jdetU j dUdetA = qdet (1 + ~z~zT )det (1 + ~z~zT ) = 1 + sp (~z~zT ) = 1 +P z2i = 1 + k~zk2=) f~z(~z) = konst. � 1(1 + k~zk2)N+12Das Ergebnis l�a�t sih einfah auf den komplexen Fall �ubertragen, indem man 2Nstatt N und statt der Quadrate in den Gauss-Dihten Betragsquadrate shreibt.Bislang wurde Mittelwertfreiheit und statistishe Unabh�angigkeit vorausgesetzt. Entf�alltdie Bedingung der Mittelwertfreiheit, so kann keine geshlossene L�osung wie obenangegeben werden. Die Dihten der Matrix und rehten Seite lauten dann (hierwerden Zeilenvektoren verwendet):f~x(~x) = 1(p2��)N e� 12�2 (~x�~x0)(~x�~x0)TfY(Y ) = 1(p2��)N2 e� 12�2 Pi;k(Yi;k�Y0i;k)2 :



114 AnhangLangwierige Umformungen, auf deren Wiedergabe hier verzihtet werden soll, da siesih ohnehin an die erste Darstellung anlehnen, liefern das Ergebnisf~z(~z) = konst. � e 12�2 sp((~xT0 ~z+Y T0 )B�1(~zT ~x0+Y 0)) � 1jdetAjN+1 �� ZU det �U + A�1(~zT~x0 + Y 0)� e� 12�2 sp (UTU) dU ;wobei B = 1 + ~zT~z und detA = q1 + k~zk2.Der Fall komplexer Zufallsvariablen ergibt sih wieder wie oben angedeutet.Besonders aufwendig gestaltet sih das Problem, wenn man versuht, die im Glei-hungssystem gegebenen Abh�angigkeiten einzuarbeiten. Hierzu sei das Shl�usselglei-hungssystem noh einmal aufgeshrieben:(�1;�2; : : : ;�e)0BB� Se�1 S2e. . .S0 Se�1 1CCA = (Se; : : : ; S2e�1) :Die Abh�angigkeiten lassen sih durh Einf�ugen einer `normierten' CovarianzmatrixC wie folgt ber�uksihtigen:f~z(~z) = ZY jdetY j(p2��)N2+N e� 12�2 ((K�K0)C�1(K�K0)T ) dYmit K = (Y11; : : : ; Y1N ; Y21; : : : ; Y2N ; : : : ; YN1; : : : ; YNN ; ~x)K0 = (Y011 ; : : : ; Y01N ; Y021 ; : : : ; Y02N ; : : : ; Y0N1 ; : : : ; Y0NN ; ~x0)Betrahtet man die obige Toeplitz-Matrix und die entsprehende rehte Seite, sofolgt eine Covarianzmatrix der Form
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C =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

1  N ! 1  N ! 1 � � � 0 0 � � � 0 0" 1 0 1 0 1 0 � � � 0 0N 1 1 " 1# 0 1 1 N . . .1 . . . . . . # 1. . . . . . . . . 1 0. . . . . . . . .0 1  N ! 1 11 1 1. . . . . . . . .1 1 . . .0 0 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
:

Als Resume der hier angestellten Betrahtungen l�a�t sih sagen, da� selbst im ma-thematish vergleihsweise leiht fa�baren Fall des normalverteilten Raushens, esaus Aufwandsgr�unden praktish niht mehr m�oglih ist, die L�osung der Shl�ussel-gleihung durh Dihtefunktionen zu beshreiben.



116 AnhangA.4 { zu Kapitel 5.3 {N L C(D) Shiebereg. x B(D) b sN d0 0 1 - 1 1 1 1 11 1 1 +D - - 1 1 1 0 12 1 1 2 1 1 1 13 2 1 +D2 1 1 1 0 04 2 1 +D2 2 1 1 0 1
--- --5 3 1 1 1 +D2 1-Abbildung A.2: Masseys Beispiel der Shieberegister-Synthese bei Vorgabe einerBin�arsequenz s0; s1; s2; s3; s4 = 1; 0; 1; 0; 0Erg�anzend wird im folgenden das Originalbeispiel aus Masseys Ver�o�entlihung [41℄(Bild A.2) mit der in Kapitel 5.3 vorgestellten neuen Beshreibung des BMA veran-shauliht. Dies insbesondere, um aufzuzeigen, inwieweit L�angen�anderungen gem�a�Masseys Darstellung hier ebenfalls erkennbar sind.



A.4. ZU KAPITEL 5.3 117Neue Matrixbeshreibung:(1; C1; C2; C3) 0BBBB� 0 0 ? ?1 0 0 ?0 1 0 01 0 1 0 1CCCCA != (0; 0; 0; 0)(1) � (1) = (1)(1; 0)  0 11 0 ! = (0; 1)(1; 0; 0) 0BB� 1 0 00 1 01 0 1 1CCA = (1; 0; 0)(1; 0; 0) � 11(0; 0; 1) = (1; 0; 1)(1; 0; 1) 0BB� 1 0 00 1 01 0 1 1CCA = (0; 0; 1)
(1; 0; 1; 0) 0BBBB� 0 0 ? ?1 0 0 ?0 1 0 01 0 1 0 1CCCCA = (0; 1; ?; ?)(1; 0; 1; 0) � 11(0; 0; 1; 0) = (1; 0; 0; 0)



118 AnhangSan inluding artwork:



Verzeihnis der verwendetenAbk�urzungen und Formelzeihen� konjugiert komplexhai; biii Skalarprodukt von Vektoren ~a und ~b, derenKomponenten mit i indiziert sindk ~x k1 Maximumnormk X k1 Norm der maximalen Zeilenbetragssumme1 Einheitsmatrixa Kanal- bzw. St�orzust�andeâ gesh�atzter KanalzustandaE Anzahl der Ausf�alle (Erasures)AWGN Additive White Gaussian NoiseBMA Berlekamp-Massey-AlgorithmusIBi K�orperC Codei Elemente eines Codewortes (~ 2 C) im `Zeitbereih'Ci Elemente eines Codewortes im `Frequenzbereih'~ Vektor der L�ange N mit den Komponenten i~C Vektor der L�ange N mit den Komponenten Ci(x) Polynom vom Grad � N � 1 mit den KoeÆzienten iC(x) Polynom vom Grad � N � 1 mit den KoeÆzienten CiCC komplexe Zahlen
119



120 Verzeihnis der FormelzeihenC Kanalkapazit�at�(x) Fehlerstellenpolynom (Frequenzbereih)�i KoeÆzienten des Fehlerstellenpolynoms (Frequenzbereih)~� Vektor aus den KoeÆzienten des Fehlerstellenpolynoms(Frequenzbereih)(x) In den Zeitbereih transformiertes Fehlerstellenpolynomi KoeÆzienten des Fehlerstellenpolynoms im Zeitbereih~ Vektor aus den KoeÆzienten des Fehlerstellenpolynoms imZeitbereih�(x) Nihtfehlerstellenpolynom~�j;i Mit Rehenungenauigkeiten behafteter i-ter KoeÆzientdes Fehlerstellenpolynoms der j-ten RekursionDFT diskrete Fourier-TransformationDFT�1 inverse DFTdi Diskrepanz im BMA~di Mit Rehenungenauigkeiten behaftete Diskrepanzdh(~a;~b) Hamming-Distanzdh Mindest-(Hamming)-distanzd = da;b `analoge' Hamming-Distanzde Euklid'she DistanzDMC Disrete Memoryless ChannelÆji Kroneker-DeltaÆj(�) neu de�niertes Kroneker-Delta� Abweihung, Di�erenz�kx(i) Operatorshreibweise f�ur eine `Divided Di�erene'der Newton-InterpolationID Mengee FehleranzahlE maximal korrigierbare FehlerzahlEb Energie pro Biterf (x) Error Funtion erf (x) = 2p� R x0 e�t2dtIE Indexmenge der Ausfallstellenfi Fehlerwerte im Zeitbereih an der Stelle iFi Fehlerwerte im Frequenzbereih an der Stelle i~f Vektor der L�ange N mit den Komponenten fi~F Vektor der L�ange N mit den Komponenten Fi



Verzeihnis der Formelzeihen 121f(x) Polynom vom Grad � N � 1 mit den KoeÆzienten fiF (x) Polynom vom Grad � N � 1 mit den KoeÆzienten Fif [xi; : : : ; xk℄ `Divided Di�erene' der Newton-InterpolationFu(u) Verteilungsfunktionfu(u) VerteilungsdihteIF Indexmenge der FehlerstellenIF Indexmenge der fehlerfreien StellenGF (qs) Galoisfeld mit qs Elementeng(x) Generatorpolynomh(x) Pr�ufpolynomH Pr�ufmatrixi(x) Informationspolynomj imagin�are Einheit j2 = �1J PermutationsmatrixK Anzahl der Informationsstellen�fXg Konditionszahlld Logarithmus zur Basis 2Li Shieberegisterl�angeLDA Levinson-Durbin-AlgorithmusLMS Least-Mean-SquareLSQ Least Squares�(x) Ausfallstellenpolynom (Frequenzbereih)�i KoeÆzienten des Ausfallstellenpolynoms (Frequenzbereih)~� Vektor aus den KoeÆzienten des Ausfallstellenpolynoms(Frequenzbereih)M Anzahl der Pr�ufstellenMDS Maximum Distane Separablemod moduloN Codewortl�angeN0 einseitige Raushleistungsdihte



122 Verzeihnis der Formelzeihenp WahrsheinlihkeitsdihteP WahrsheinlihkeitPe Bitfehlerwahrsheinlihkeitm-PSK Phase-Shift-Keying mit m Phasenzust�andenR = K=N Coderateri Empfangssymbol an der Stelle i im ZeitbereihRi Empfangssymbol an der Stelle i im Frequenzbereih~r Vektor der L�ange N mit den Komponenten ri~R Vektor der L�ange N mit den Komponenten Rir(x) Polynom vom Grad � N � 1 mit den KoeÆzienten riR(x) Polynom vom Grad � N � 1 mit den KoeÆzienten RiIR Reelle Zahlen�~x = k�~xk1k~xik1 Relativer FehlerSi Syndromstelle (im Frequenzbereih)� Standardabweihungsp Spur einer MatrixT transponiertTP Tiefpa�z primitives Element der multiplikativen Ordnung NZi�k DFT -Matrix mit i Zeilen und k SpaltenZ�1i�k Inverse DFT -Matrix mit i Zeilen und k SpaltenZZ Ganze Zahlen



Literaturverzeihnis
[1℄ Aitken, A.C., Determinanten und Matrizen, Bibliographishes Institut,Mannheim, Wien, Z�urih, 1969.[2℄ Berlekamp, E.R.., Algebrai Coding Theory, MGraw-Hill, St. Louis, SanFraniso, Toronto, London, Sydney, 1968.[3℄ Berg, L., Lineare Gleihungssysteme mit Bandstruktur, Carl Hanser Verlag,M�unhen, Wien, 1986.[4℄ Bj�ork, �A., Dahlquist, G., Numerishe Methoden, Oldenbourg Verlag,M�unhen, Wien, 1979.[5℄ Blahut, R.E., Fast Algorithms for Digital Signal Proessing, 2. Au., Addison-Wesley, Reading, Menlo Park, Wokingham, Amsterdam, 1987.[6℄ Blahut, R.E., Theory and Pratie of Error Control Codes, Addison-Wesley,Reading, Menlo Park, Amsterdam, 1983.[7℄ Blahut, R.E., \Transform Tehniques for Error Control Codes", IBM J. Res.Develop., Vol. 23, No. 3, S. 299-315, Mai 1979.[8℄ Bossert, M., Ein Verfahren zur Deodierung von bin�aren linearen Blokodes�uber die halbe Mindestdistanz ohne und mit Kanalzustandsinformation, VDIVerlag, D�usseldorf, 1987.[9℄ Bossert, M., \On Deoding Generalized Conatenated Codes over the Euli-dean Spae with Binary Linear Outer Codes", DFG-Abshlu�beriht, 1988.[10℄ Brent, R.P., Gustavson, F.G., Yun, D.Y.Y., \Fast Solution of ToeplitzSystems of Equations and Computation of Pad�e Approximants", Journal ofAlgorithms, Vol. 1, S. 259-295, 1980.

123



124 LITERATURVERZEICHNIS[11℄ Bresler, Y., Maovski, A., \Exat Maximum Likelihood Parameter Estima-tion of Superimposed Exponential Signals in Noise", IEEE Trans. on Aoustis,Speeh, and Signal Proessing, Vol. ASSP-34, No. 4, S. 1081-1089, 1986.[12℄ Cheney, E.W., Approximation Theory, MGraw-Hill, New York, Toronto,London, 1966.[13℄ Cheng, U., \On the Continued Fration and Berlekamp's Algorithm", IEEETrans. on Information Theory, Vol. IT-30, No. 3, S. 541-544, Mai 1984.[14℄ Clark, G.C.C., Cain, J.B., Error-Corretion Coding for Digital Communi-ations, 2. Au., Plenum Press, New York, London, 1982.[15℄ Collatz, L., Meinardus, G., Numerishe Methoden der Approximationstheo-rie, Birkh�auser Verlag, Basel, Stuttgart, 1972.[16℄ Cybenko, G., \The numerial stability of the Levinson-Durbin Algorithm forToeplitz systems of equations", SIAM J. Si. Stat. Comput., Vol. 1, No. 3, S.303-319, September 1980.[17℄ Dornstetter, J.L., \On the Equivalene Between Berlekamp's and Eulid'sAlgorithm", IEEE Trans. on Information Theory, Vol. IT-33, No. 3, S. 428-431, Mai 1987.[18℄ Dorsh, B., \Vorw�artskorrektur bei zeitvarianten St�orungen", Frequenz, S.96-106, 35(1981)3/4.[19℄ Dorsh, B., \Some Coding/Deoding Aspets with Chinese Remainders", In-ternational Workshop, Varna, Bulgarien, 18-24 Sept. 1988.[20℄ Durbin, J., \The Fitting of Time-Series Models", Rev. Intern. Statist. Inst.,Vol. 28, S. 233-244, 1960.[21℄ Golub, G.H., van Loan, C.F., Matrix Computations, North Oxford Aade-mi Publishing, Oxford, 1983.[22℄ Gorenstein, D., Zierler, N., \A Class of Error-Correting Codes in pm Sym-bols", J. SIAM, Vol. 9, No. 3, S. 207-214, Juni 1961.[23℄ Hagenauer, J., \Zur Kanalkapazit�at bei Nahrihtenkan�alen mit Fading undgeb�undelten Fehlern", AE�U, Vol. 34, No. 6, S. 229-237, Juni 1980.[24℄ Hamming, R.W., Numerial Methods for Sientists and Engineers, MGraw-Hill, Tokyo, D�usseldorf, London, 1973. (neuaufgelegt durh Dover)



LITERATURVERZEICHNIS 125[25℄ Hamming, R.W., Introdution to Applied Numerial Analysis, MGraw-Hill,New York, D�usseldorf, London, 1971.[26℄ Helstrom, C.W., \Topis in the Transmission of Continuous Information",Westinghouse Researh Laboratories, Researh Report 64-8C3-522-R1, Proprie-tary Class 3, 27. Aug. 1964.[27℄ Henkel, W., \Multiple Error Corretion with Analog Codes", 6th Internatio-nal Conferene on Applied Algebra, Algebrai Algorithms and Error CorretingCodes (AAECC-6), Rom, 4-8 Juli 1988.[28℄ Henkel, W., \Another Desription of the Berlekamp-Massey-Algorithm", IEEPro. Part I, Annahme Dez. 1988, voraussihtl. Ersheinen Fr�uhj. 1989.[29℄ Henkel, W., \An Extended Levinson-Durbin-Algorithm for the Inversion ofToeplitz Matries", Eletronis Letters (?), eingereiht Jan. 1989.[30℄ Henkel, W., \An Extended Berlekamp-Massey-Algorithm for the Inversion ofToeplitz Matries4", 7th International Conferene on Applied Algebra, AlgebraiAlgorithms and Error Correting Codes (AAECC-7), Toulouse, 26-30 Juni 1989,eingereiht Feb. 1989.[31℄ Hildebrandt, F.B., Introdution to numerial analysis, MGraw-Hill, NewYork, Toronto, London, 1956.[32℄ Hsueh, C.T., Lee, J.Y., Wang, J.F., \Using Lagrange's Interpolation For-mula to Construt Reed-Solomon Codes over GF (p)", Eletronis Letters, Vol.24, No. 3, S. 174-175, 4. Feb. 1988.[33℄ Janssen, A.J.E.M., Veldhuis, R.N.J., Vries, L.B. , \Adaptive Interpola-tion of Disrete-Time Signals That Can Be Modeled as Autoregressive Proes-ses", IEEE Trans. on Aoustis, Speeh, and Signal Proessing, Vol. ASSP-34,No. 2, S. 317-330, Apr. 1986.[34℄ Kailath, T., \A View of Three Deades of Linear Filtering Theory", IEEETrans. on Information Theory, Vol. IT-20, No. 2, S. 146-181, M�arz 1974.[35℄ Kaltofen, E., Lakshman, Y., \Improved Sparse Multivariate PolynomialInterpolation Algorithms", Rensselaer Polytehni Institute, Tehnial Report,Rep. No. 88-17, Juli 1988.4Der Aufsatz beshreibt Ergebnisse, die sih nah Fertigstellung dieser Ausarbeitung aus derneuen Beshreibung des Berlekamp-Massey-Algorithmus ergaben



126 LITERATURVERZEICHNIS[36℄ Levinson, N., \The Wiener RMS (Root Mean Square) Error Criterion inFilter Design and Predition", J. of Mathematis and Physis, Vol. 25, No. 4,S. 261-278, Jan. 1947.Abdruk in:Wiener, N., Extrapolation, Interpolation and Smoothing of Stationary TimeSeries, with Engineering Appliations, Tehnology Press and Wiley, New York,1949, S. 129 �..[37℄ van Lint, J.H., Introdution to Coding Theory, Springer-Verlag, Berlin, Hei-delberg, New York, 1982.[38℄ Maekawa, Y., Sakaniwa, K., \An Extension of DFT Code and the Evaluati-on of its Performane", Int. Symp. on Information Theory, Brighton, England,24-28 Juni 1985.[39℄ Mandelbaum, D.M., \Constrution of Error Correting Codes by Interpola-tion", IEEE Trans. on Information Theory, Vol. IT-25, No. 1, S. 27-35, Jan.1979.[40℄ Marshall, T.G., \Real number transform and onvolutional odes", in Pro.24th Midwest Symp. Ciruits Syst., S. Karne, Ed., Albuquerque, NM, June29-30, 1981.[41℄ Massey, J.L., \Shift-Register Synthesis and BCH Deoding", IEEE Trans. onInformation Theory, Vol. IT-15, No. 1, S. 122-127, Jan. 1969.[42℄ Mills, W.H., \Continued Frations and Linear Reurrenes", Mathematis ofComputation, Vol. 29, No. 129, S. 173-180, Jan. 1975.[43℄ Nagumo, J.-I., Noda, A., \A Learning Method for System Identi�ation",IEEE Trans. on Automati Control, Vol. AC-12, No. 3, S. 282-287, Juni 1967.[44℄ Oetken, G., Ein Beitrag zur Interpolation mit digitalen Filtern, Ausgew�ahlteArbeiten �uber Nahrihtensysteme, hrsg. von H.W. Sh�ussler, Univ. Erlangen-N�urnberg, Nr. 33, 1978.[45℄ Papoulis, A., Probability, Random Variables, and Stohasti Proesses,MGraw-Hill, Singapore, 1984.[46℄ Peterson, W.W., Weldon, E.J., Error-Correting Codes, MIT Press, Cam-bridge, London, 1972.[47℄ Piret, P., \Bounds for Codes over the Unit Cirle", IEEE Trans. on Informa-tion Theory, Vol. IT-32, No. 6, S. 760-767, Nov. 1986.



LITERATURVERZEICHNIS 127[48℄ Proakis, J.G., Digital Communiations, 2. Au., MGraw-Hill, Singapore,Hamburg, London, 1985.[49℄ de Prony, R., \Assai experimentale et analytique", Eole Polyteh. (Paris),Vol. 1, S. 24-76, De. 1795.[50℄ Rabiner, L.R., Shafer, R.W., Digital Proessing of Speeh Signals,Prentie-Hall, Englewood Cli�s, 1978.[51℄ Robinson, E.A., Multihannel Time-Series Analysis with Digital ComputerPrograms, Holden-Day, San Franiso, 1967.[52℄ Sh�u�ler, H.W., Digitale Systeme zur Signalverarbeitung, Springer-Verlag,Berlin, Heidelberg, New York, 1973.[53℄ Stewart, G.W., Introdution to Matrix Computations, Aademi Press, NewYork, London, 1973.[54℄ Tewksbury, S.K., Hallok, R.W., \Oversampled, Linear Preditive andNoise-Shaping Coders of Order N > 1", IEEE Trans. on Ciruits and Systems,Vol. CAS-25, No. 7, S. 436-447, Juli 1978.[55℄ T�ornig, W., Numerishe Mathematik f�ur Ingenieure und Physiker, B�ande 1und 2, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1979.[56℄ Trenh, W.F., \An Algorithm for the Inversion of Finite Toeplitz Matries",J. SIAM, Vol. 12, No. 3, S. 512-522, 1964.[57℄ Tr�ondle, K., \Signalkorrektur, eine Methode zur Beseitigung vonB�undelst�orungen bei analogen und digitalen Signal�ubertragungen", NTG Fah-tagung Codierung, Berlin, 1978.[58℄ Ungerb�ok, G., \Channel Coding with Multilevel/Phase Signals", IEEETrans. on Information Theory, Vol. IT-28, No. 1, S. 55-67, Jan. 1982.[59℄ Ungerb�ok, G., \Trellis-Coded Modulation with Redundant Signal Sets", IE-EE Communiations Magazine, Vol. 25, No. 2, S. 5-21, Feb. 1987.[60℄ Veldhuis, R.N.J., \A Method for the Restoration of Burst Errors in SpeehSignals", EUSIPCO, Den Haag, 2-5 September 1986, S. 403-406.[61℄ Walsh, J.L., Interpolation and Approximation by Rational Funtions, Ameri-an Mathematial Soiety, Rhode Island, 1960.



128 LITERATURVERZEICHNIS[62℄ Watson, G.A., Approximation Theory and Numerial Methods, John Wiley& Sons, Chihester, New York, Brisbane, Toronto, 1980.[63℄ Welh, L.R., Sholz, R.A., \Continued Frations and Berlekamp's Algo-rithm", IEEE Trans. on Information Theory, Vol. IT-25, No. 1, S. 19-27, Jan.1979.[64℄ Widrow, B., MCool, J., Ball, M., \The Complex LMS Algorithm", Pro.of the IEEE, S. 719-720, Apr. 1975.[65℄ MaWilliams, F.J., Sloane, N.J.A., The Theory of Error-Correting Codes,4. Au., North-Holland, Amsterdam, New York, Oxford, Tokyo, 1977.[66℄ Wolf, J.K., \Analog Codes", IEEE Int. Conf. on Comm. (ICC '83), Boston,MA, USA, 19-22 Juni 1983, Vol. 1, S. 310-12.[67℄ Wolf, J.K., \Deoding of Bose-Chaudhuri-Hoquenghem Codes and Prony'sMethod for Curve Fitting", IEEE Trans. on Information Theory, S. 608, Okt.1967.[68℄ Wolf, J.K., \Redundany, the Disrete Fourier Transform, and Impulse NoiseCanellation", IEEE Trans. on Communiations, Vol. COM-31, No. 3, S. 458-461, M�arz 1983.[69℄ Zinoviev, V.A., Zyablow, V.V., Portnoy, S.L., \Conatenated Methodsfor Constrution and Deoding of Codes in Eulidean Spae", Preprint USSRAademy of Siene, Institute for Problems of Information Transmission, 1987.[70℄ Zohar, S., \Toeplitz Matrix Inversion: The Algorithm of W.F. Trenh", J.of the Assoiation for Computing Mahinery, Vol. 16, No. 4, S. 592-601, Okt.1969.


