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Kapitel 1
Einleitung

“Ich sah, daf$ die Mathematik in viele Spezialgebiete ge-
spalten war, deren jedes diese kurze uns vergonnte Le-
benszeit wegnehmen konnte. So sah ich mich in der La-
ge von Buridans Esel, der sich nicht fiir ein besonderes
Biindel Heu entschlieffen konnte.”

— Albert Einstein

Betrachtet man die Entwicklung der Codierungstheorie, so liefe sich obiges Zitat in
der folgenden Weise fortsetzen: Ist die Entscheidung zugunsten eines ‘Biindels Heu’
gefallen, so geraten alle anderen in Vergessenheit.

Wegen fehlender technischer Voraussetzungen war die Codierungstheorie lange Zeit
eine rein mathematische Disziplin. Als solche blieb sie jedoch auch recht unabhéngig
von lange etablierten Wissensgebieten, wie der Approximationstheorie und der Nu-
merik. Dies fiihrte dazu, daf§ Algorithmen zum Teil aufs neue entwickelt wurden, ob-
wohl sie in einer anderen mathematischen Disziplin seit langer Zeit bekannt waren.
Bestes Beispiel hierfiir ist die Identitdt zwischen Gorenstein-Zierler-Algorithmus zur
Decodierung von Reed-Solomon-Codes und Pronys exponentieller Approximation.

Bis zum heutigen Tage ist nach wie vor eine gewisse Distanzierung zwischen eigent-
lich sehr verwandten Arbeitsgebieten vorhanden. Als Beispiel fiir die wenig beachte-
ten Zusammenhénge zwischen Codierung und Approximationstheorie sei die Codie-
rung und Decodierung von RS- und BCH-Codes (Bose, Chaudhuri, Hocquenghem)
genannt, die ebenso als Interpolations- bzw. Approximationsproblem aufgefafit wer-
den kann.
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Eine &hnliche Separierung ist ebenfalls mit Eindringen der Codierungstheorie in
die Ingenieurwissenschaften zu beobachten. So etablierten sich beispielsweise un-
terschiedliche Algorithmen zur Losung strukturgleicher Gleichungssysteme in der
digitalen Signalverarbeitung und der Codierung.

Das Aufzeigen von Gemeinsamkeiten und Verbindungen zwischen verschiedenen Dis-
ziplinen sowohl der Mathematik als auch der Ingenieurwissenschaften bildet einen
wichtigen Teilaspekt der vorliegenden Arbeit.

Der Zusammenhang wird hergestellt durch die Definition von Codes iiber den kom-
plexen Zahlen — im Gegensatz zur Definition iiber endlichen Zahlenkérpern, so-
genannten Galois-Feldern. Die Betrachtungen werden hierbei beschrinkt auf die
wichtigsten Klassen von Blockcodes, die RS- und BCH-Codes. Uber den komplexen
Zahlen werden diese dann im folgenden als ‘analoge Codes’ bezeichnet. Es sind dies
dann Codes iiber einem unendlichen Alphabet, deren Struktur, wie bei herkémmli-
chen RS-Codes, nur durch die Beschrinkung auf einen Teil aller verfiigbarer Dimen-
sionen bestimmt wird.

Analoge Codes werden hier keineswegs erstmals eingefiihrt, jedoch untersucht diese
Arbeit erstmals genauer ihre Eigenschaften und stellt Verbindungen zu anderen
Arbeitsgebieten her. Die Geschichte der Entwicklung dieser Codes sei im folgenden
kurz skizziert.

Erste Uberlegungen zur Codierung mit reellen Signalen finden sich bereits in einer
Verdffentlichung von Trondle 1978 [57]. Die ersten Untersuchungen zu komplexen
Blockcodes sind jedoch wohl auf 1981 (Marshall [40]) zu datieren. 1983 folgten dann
zwei Veroffentlichungen von Wolf ([68] und [66]), in welchen erstmals der Begriff
‘Analog Codes’ eingefiihrt wurde. Wolf beschriankte sich jedoch auf die Betrachtung
der Einzelfehlerkorrektur. Maekawa und Sakaniwa verwendeten spéter die Bezeich-
nung ‘DFT Codes’ (1985 [38]). Detailliertere Untersuchungen zur Mehrfehlerkorrek-
tur fehlten jedoch bislang und werden erstmals in dieser Arbeit durchgefiihrt.

Der Vollsténdigkiet halber sei noch erwiahnt, dafl auch noch véllig andere Ansétze zur
‘analogen’ Korrektur impulsférmiger Stérungen existieren, wie z.B. die Anwendung
von LPC-Modellen (Linear Predictive Coding) fiir den Einsatz bei Sprachsignalen
[60], welche die Quell-Eigenschaften mit einbeziehen und so eine gewisse Verbindung
zwischen Quellencodierung und Kanalcodierung herstellen. Diese Verfahren bleiben
jedoch auf spezielle Anwendungen beschrankt.

Analoge Codes unterscheiden sich durch eine Reihe interessanter Eigenschaften von
herkémmlichen RS-Codes. Vorwegnehmend seien insbesondere zwei hervorgehoben.
Analoge Codes besitzen eine groflere Korrekturfahigkeit als Codes iiber endlichen
Korpern (wenn man realistische Galoisfeldgrofien zugrunde legt), und sie ermdogli-



chen es, Fehler unterschiedlicher Amplitude zu unterscheiden, d.h. Fehler grofler
Amplitude zu korrigieren und dabei diejenigen kleiner Amplitude unberiicksichtigt
zu lassen. Es besteht somit eine gewisse Toleranz gegeniiber ‘Hintergrundrauschen’.

Besonders wichtig ist auch, da mit eventuell geringfiigigen Anderungen alle her-
kommlichen Decodieralgorithmen anwendbar sind, und aulerdem weitere Algorith-
men aus anderen Disziplinen hinzukommen.

In die Untersuchung komplexer Blockcodes eingebettet sind Einzelergebnisse, die,
fiir sich genommen, einerseits auch niitzlich fiir die herkommliche Codierung iiber
endlichen Zahlenkorpern, andererseits ebenfalls fiir andere Arbeitsgebiete von be-
sonderer Bedeutung sind. Diese seien kurz herausgestellt:

e Als ein zentraler Punkt der Arbeit wird zur Untersuchung des Korrektur-
verhaltens der herkdmmlichen Algorithmen eine neue Beschreibung des Ber-
lekamp-Massey-Algorithmus (BMA) — eines der wichtigsten Decodierverfah-
ren — entwickelt, die im Vergleich zu Masseys Darstellung bedeutend leichter
verstidndlich ist und es erlaubt, wichtige Gesetzmifligkeiten zu erkennen. So
fiihrte diese Beschreibung unter anderem zu der Erkenntnis, dafl der BMA ei-
ne rekursive ‘triangular square-root factorization’ darstellt, d.h. eine Produkt-
zerlegung der Koeffizientenmatrix in Dreiecks- und Diagonalmatrizen. Diese
Zerlegung wiederum ermoglicht rekursive Konditionierungsabschitzungen.

e Ein weiteres wichtiges Teilergebnis wird gebildet durch eine Erweiterung des,
aus der digitalen Signalverarbeitung bekannten, Levinson-Durbin-Algorith-
mus. Hierdurch wird die Inversion von Toeplitz-Matrizen, nicht nur die Losung
von Toeplitz-Systemen mit bestimmter rechter Seite, ermoglicht.

e Weiterhin folgte aus einer Betrachtung des Newton-Verfahrens zur Polynom-
interpolation eine neue Definition eines Syndroms' zur Decodierung von RS-
Codes. Dieses weist sehr vielversprechende Eigenschaften auf, wie z.B. die
Erkennbarkeit fehlerfreier Bereiche eines Codewortes, ohne die Anwendung
irgendwelcher Decodieralgorithmen.

!Ein ‘Syndrom’ bezeichnet Terme, die nur vom Fehlermuster, jedoch nicht von der iibermittelten
Information abhéngen.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit ist auch etwas im Zusammenhang mit Bestrebungen zu se-
hen, Modulation und Kanalcodierung als eine Einheit zu betrachten. Im Bereich
der Faltungscodes ist dies durch die Trellis-codierte Modulation nach Ungerbdck
[58] gelungen. Erst in letzter Zeit entstehen erste allgemeine Ansétze zur Kombi-
nation von Modulation und Blockcodierung ([69], [9]). Ein komplexes Alphabet zur
Codierung vermeidet schon per Prinzip eine Unterscheidung in Modulations- und
Codewortsymbole.

Es wird nun im folgenden noch ein Kurziiberblick iiber die vorliegende Arbeit gege-
ben.

Nach einigen grundlegenden Definitionen und der Erlauterung der zu erwartenden
Eigenschaften analoger Codes wird zunichst auf einige Zusammenhénge zwischen
Interpolation bzw. Approximation und der Decodierung (analoger) Blockcodes hin-
gewiesen. Es folgen dann Beweise zur hoheren Korrekturfihigkeit, die auch gewisse
konstruktive Ansétze zur Decodierung liefern. Es schliefit sich eine detaillierte Unter-
suchung des Einflusses von ‘Hintergrundrauschen’ in der Form nicht zu korrigieren-
der Fehler ‘kleiner’ Amplitude an. Insbesondere wird hier die neue Beschreibung des
BMA vorgestellt. Anschlielend wird beispielhaft der Einflufl von Rechenungenauig-
keiten im BMA ermittelt, d.h. es wird die Frage erortert, wie stabil das Verfahren
bei Verringerung der Rechengenauigkeit arbeitet. Nachdem der BMA als geeignetes
Verfahren auch fiir komplexe Toeplitz-Systeme ausgewiesen ist, werden exemplarisch
zwei weitere interessante Gemeinsamkeiten verschiedener Arbeitsgebiete aufgezeigt.
Zum einen wird hier die schon angesprochene Erweiterung des Levinson-Durbin-
Algorithmus vorgestellt, zum anderen werden Zusammenhinge zum Anwendungs-
bereich des sogenannten LMS-Algorithmus (Least Mean Square) angedeutet. Die-
ser bietet hier eine iterative Losungsmoglichkeit fiir Toeplitz-Systeme. Abschlieflend
werden Simulationsergebnisse angegeben, die einen Vergleich der Qualitit zwischen
einfacher Tiefpafifilterung und analoger Fehlerkorrektur unter Variation der Fehler-
charakteristik von reinem Rauschen bis zu reinen Impulsstérungen zulassen. Insbe-
sondere wird dabei ein einfaches Verfahren gefunden, wie man nach einem Decodier-
versuch Aussagen iiber die Fehlerart bzw. die Storcharakteristik des Kanals treffen
und so die geeignete Vorgehensweise bei der endgiiltigen Korrektur wéhlen kann.



Kapitel 2

Analoge RS- und BCH-Codes und
ihre Eigenschaften

Zur Einleitung in die Thematik dieser Arbeit werden in diesem Kapitel grundlegende
Definitionen eingefiihrt und zu erwartende Eigenschaften analoger Codierung skiz-
ziert, die in den Folgekapiteln ndher untersucht werden. Im ersten Abschnitt werden
zunéchst RS- und BCH-Codes (Reed, Solomon; Bose, Chaudhuri, Hocquenghem)
iiber endlichen Zahlenkoérpern beschrieben.

2.1 Definition von RS- und BCH-Codes

Blockcodes iiber endlichen Zahlenkorpern kennzeichnen Teilmengen aller N-Tupel
bzw. Vektoren aus N Elementen, die gewissen Restriktionen geniigen miissen. Die
Elemente der Vektoren sind dabei aus GF'(¢®), wobei ¢ eine Primzahl oder auch
wiederum Potenz einer Primzahl (¢ = p™) ist.

—

Als Hamming-Distanz d,(d, b) bezeichnet man die Anzahl unterschiedlicher Kom-
ponenten zweier Vektoren @ und b

—

dy(@,b) = wt(@ — b),

wobei wt(@) das Gewicht kennzeichnet, d.h. die Anzahl der Komponenten des Vek-
tors @ ungleich Null.
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Die geringste Hamming-Distanz zweier Codewdrter aus dem Code C wird durch die
Mindestdistanz d;, gekennzeichnet:

dh = HLIII dh(t-i, g) .
Va,beC
qi#b

Die im folgenden definierten RS-Codes gehéren zu den zyklischen Codes.

Definition 2.1 FEin Code C wird dann als zyklisch bezeichnet, wenn aus
(coyC1y...yen_1) € C folgt, daff auch (¢y,¢a,...,¢Nn_1,¢0) € C ist.

RS-Codes sind Codes der (Maximal-) Lange N = ¢* — 1, wobei die Komponenten
der Codewdrter aus GF'(¢°) sind. Sie besitzen die wichtige Eigenschaft, daf sie ‘ma-
zimum distance separable’ (MDS) sind, womit man die Tatsache bezeichnet, daf} sie
die sogenannte Singleton-Schranke mit Gleichheit erfiillen.

Satz 2.1 (Singleton-Schranke) Gegeben sei ein Code C der Linge N, der Dimension
K (Anzahl der Informationszeichen) und der Hamming-Distanz dy. Fs gilt dann
dy, < N—-K+1.

RS-Codes lassen sich als Abtastwerte eines auf den Grad K — 1 beschrinkten Po-
lynoms iiber GF'(q®) verstehen. Zunéchst sollen jedoch einige grundlegende Bemer-
kungen vorausgeschickt werden.

Jede zyklische multiplikative Gruppe enthélt ein Element einer multiplikativen Ord-
nung N, wobei diese den Modul des Exponenten kennzeichnet und der Anzahl der
Elemente der multiplikativen Gruppe entspricht. Umfafit die multiplikative Gruppe
alle betrachteten Korperelemente des GF'(¢*) aufler der Null, so bezeichnet man das
Element als primitiv.

Definition 2.2 FEin primitives Element z eines Korpers ist dadurch gekennzeichnet,
daf$ jedes Korperelement aufer der Null als Potenz dieses Elementes darstellbar ist.

Nach diesen Vorbemerkungen ist es nun moglich, die Definition von RS-Codes iiber
ein gradbeschrianktes Polynom anzugeben.
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Definition 2.3 FEin RS-Codes der Linge N, der Dimension K und der Mindestdi-
stanz d, = N — K + 1 besteht aus der Menge aller Vektoren (co,c1,...,cn_1), die
der folgenden Bedingung geniigen:

C:{E

wobei z ein Element der multiplikativen Ordnung N (meist ein primitives Element )

¢ = %C(z‘i), GradC(z) < K — 1} :

des zugrundeliegenden Kdrpers darstellt.

Betrachtet man die Komponenten ¢; wiederum als Koeffizienten eines Polynoms
c(x), so erhélt man umgekehrt die Koeffizienten des Polynoms C(x) aus
C; =c(z?), j=01,...,N—1. (2.1)

Die Definition 2.3 zusammen mit Gleichung 2.1 stellt nichts anderes als die diskrete
Fourier-Transformation (DFT) dar:'

¢ = 300" = §Zitg G- (z7)F
(2.2)

Cr = c(z*) = T i (24

Eine andere Moglichkeit zur Definition ergibt sich unter Verwendung des Genera-

torpolynoms g(x) = T4 (z — 2°) = [IN,% (¥ — 27%) in der Form
c(x) = i(z) - g(x) (2.3)

mit einem frei wihlbaren ‘Informationspolynom’ i(z) (Gradi(z) < K —1).

Entsprechend definiert man ebenfalls ein Priifpolynom h(z) = [J5;" (v — 2%), mit

welchem sich dann ergibt
c(x)-h(z) = i(x)-g(z)-h(z) =0 mod (2 —1).

—_—
N -1

Eine etwas verallgemeinerte Definition von RS-Codes mit den gleichen Eigenschaften
beziiglich Fehlerkorrekturvermogen lautet:

C:{E

!Die DFT LBt sich natiirlich auch mit vertauschten Vorzeichen im Exponenten des primitiven
Elementes oder mit % bei der Transformation in den ‘Frequenz’-Bereich definieren.

¢ = %C(Z—i) (=)™, Grad C(x) < K —1, m € [0, N — 1]} (24)
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was einer Verschiebung im ‘Frequenzbereich’ (besser ‘DF T-Bereich’) entspricht.

Eine weitergehende Verallgemeinerung stellen die generalized RS-Codes — wie
der Name schon sagt — dar.

Definition 2.4 Generalized RS-Codes Cqrs bestehen aus Vektoren der Form
(voF(ag),v1F (), vaF (a),...,on 1F(ay_1)), GradF(z) < K -1,

wobei alle o paarweise verschiedene Elemente aus GF(q®) und alle v; beliebige Ele-
mente aus {GF(q*)\ 0} darstellen.

Generalized RS-Codes besitzen ebenfalls die ‘MDS™-Eigenschaft.

RS-Codes erlauben mit den iiblichen algebraischen Verfahren eine Fehlerzahl von
e < E = |(d, —1)/2] zu korrigieren (als ‘Bounded Minimum Distance Decoding’
bezeichnet), wobei ja gilt d, = N — K +1 = M +1 (siehe Singleton-Schranke). M
kennzeichnet dabei im folgenden immer die Anzahl der Priif- oder Parity-Zeichen.

Bei BCH-Codes wird fiir das Codewort im Zeitbereich die zusétzliche Bedingung
gefordert, dafl dessen Komponenten aus einem Unterkdrper des GF(¢*) stammen.

Definition 2.5 Fin Codewort (cq,¢1,...,cn_1) eines ‘primitiven’ BCH-Codes der
Léinge N und der Dimension K folgt aus

cz{a

CiEZBlzGF(qS), CiGZBQ, ZBQCZBl},

1 .
¢ = ﬁC(z_’), GradC(z) < K -1,

wobei z ein primitives Element, d.h. ein Element der Ordnung N = q¢° — 1, des
zugrundeliegenden Kérpers IBy = GF(q®) darstellt.

Anders ausgedriickt, bedeutet dies: C; € GF(¢*),c; € GF(q™),GF(¢™) C GF(¢°),
d.h. m|s. dj, stellt jetzt lediglich eine ‘designed distance’ dar. Die wahre Mindestdi-
stanz ist hdufig grofler. Die Eigenschaft ‘MDS’ entfillt.

Die Lange ‘nichtprimitiver’ BCH-Codes ist ungleich ¢®*—1. Sie wird als Teiler von ¢*—
1 gewdhlt. Zur Definition ben6tigt man dann auch ein Element der multiplikativen
Ordnung N|(¢° —1).

BCH-Codes im engeren Sinne, sind Codes mit ¢; € GF(q = p) (p: Primzahl), d.h.
Elemente des zugrundeliegenden Primkérpers mit den Elementen 0,...,p — 1.
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Aus den Restriktionen im ‘Zeitbereich’ folgen im ‘Frequenzbereich’ Konjugiertheits-
bedingungen in der Form

¢ €GF(qg=p") = Crq=C}, k=0,...,N—1. (2.5)

Weitere Angaben zu Codekonstruktionen und deren Eigenschaften finden sich in den
einschligigen Standardwerken, wie z.B. [65], [46] und [6].

2.2 Komplexe RS- und BCH-Codes

Wie schon in der Einleitung bemerkt, wurde der Begriff ‘analoge Codes’ von J.K.
Wolf 1983 ([68] u. [66]) eingefiihrt und steht fiir RS- oder BCH-Codes iiber den
komplexen Zahlen (spéter auch einfach als DFT-Codes bezeichnet [38]). In dieser
Arbeit wird dieser Begriff beibehalten.

Die Moglichkeit, RS-Codes auch iiber komplexen Zahlen zu definieren, griindet in
der Tatsache, daf} lediglich die Existenz eines primitiven Elementes gefordert werden

muf, d.h. eines Elementes der Ordnung N. Im Falle der komplexen Zahlen ist dies
die Zahl

5 = 6]27T/N.

Aus dieser Analogie heraus, bezeichnet man Galois-Felder ja auch als Kreistei-
lungskorper.

Die Definition analoger RS-Codes erfolgt nun entsprechend derjenigen fiir end-
liche Zahlenkérper (Def. 2.2), die einer DFT entspricht, wobei d, — 1 = N — K
aufeinanderfolgende Komponenten im ‘Frequenzbereich’ verschwinden.

Definition 2.6 Analoge RS-Codes sind Vektoren der Form

(C[)a Cly - o) CNfl)

mit ¢;, C; € €', wobers

¢ = 50" = § 555 G (7))
Cp = c(z") = T e (24

mit z = eI?"/N |
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Die oben gemachten Verallgemeinerungen in Form einer Verschiebung im Frequenz-
bereich oder geméafl Definition 2.4, sind entsprechend auch hier méglich.

Wichtig ist noch zu bemerken, dafl in der Definition keine Restriktionen beziiglich des
Wertebereichs der komplexen ‘Zeit’- und ‘Frequenzbereichskomponenten’ eingefiihrt
sind, d.h. insbesondere, daf} keine Diskretisierung in irgendeiner Form angenommen
wird. An einigen Stellen wird eine solche untersucht, wie z.B. im noch folgenden
Abschnitt iiber Kanalkapazitdten; im allgemeinen jedoch, wird hiervon abgesehen.
Analoge RS-Codes sind also Codes iiber einem unendlichen Alphabet, deren Struktur
einzig durch das Nichtverwenden von N — K Dimensionen gebildet wird.

Analoge BCH-Codes lassen sich ebenfalls entsprechend definieren.

Definition 2.7 Analoge BCH-Codes sind analoge RS-Codes der Form

(007 & P CNfl)

mit der zusdtzlichen FEinschrinkung c; € IR.

Satz 2.2 Die Komponenten C; der ‘Frequenzbereichsvektoren’ analoger BCH-Codes
weisen folgende Eigenschaft auf:

Cnpr=Cy = C}

Cg € IR
Cny2 € IR fiir N gerade.

Beweis: Der Satz ergibt sich direkt aus der Tatsache, daf

1= .
ZZNZ 6]27”k/N€B.

Im komplexen Fall existieren somit zu Gleichung 2.5 entsprechende Konjugiertheits-
bedingungen.

Die folgende Abbildung soll den Sachverhalt am Beispiel N=8, M=2 veranschauli-
chen:

lemr| o | o | & Jemr]|] G5 | 0o | o |

oder auch verschoben definiert:
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o | o | & s lemr| G G ] 0 ]

In dieser Arbeit soll nun insbesondere der Fall untersucht werden, dafl additiv iiber-
lagerte, impulsartige Fehler in einigen Komponenten des ‘Zeitbereichsvektors’ zu
korrigieren sind, wobei jedoch alle Komponenten in gewissem Mafle fehlerbehaftet
seien, d.h. ein ‘Hintergrundrauschen’ sei iiberlagert. Gefordert werden mufl dabei
natiirlich, wie spéiter noch gezeigt wird, daf} ein deutlicher Amplitudenunterschied
zwischen beiden Fehlerarten besteht.

Fiir analoge Codes, besonders auch im Hinblick auf eine Korrektur impulsartiger
Fehler, miissen nun geeignete Abstandsmafle definiert werden. Die Hamming-Dis-
tanz ist dabei in der strengen Form nicht mehr anwendbar. Es sei daher eine, dem
Problem angepafite Definition der Hamming-Distanz gegeben, die im folgenden der
Einfachheit halber mit d bezeichnet wird.

Definition 2.8 Die ‘analoge’ Hamming-Distanz d = d,y gebe die Anzahl der Kom-
ponenten wieder, in denen sich zwei Vektoren § und Z um einen Betrag grifier als
a unterscheiden. Alle tibrigen Komponenten dirfen dabei nicht um einen gréfleren
Betrag als b voneinander abweichen. Formal laf$t sich dies wie folgt ausdriicken:

d = dup = |ID| mit ID = {i||y; — 2| >a}, fallsi ¢ ID = |y; — 2| <b, a>b.

Die hiermit definierte analoge Hamming-Distanz ist somit gleich der Anzahl der
Komponenten mit Abweichungen grofier Amplitude. Eine geeignete Wahl der Gren-
zen ¢ und b wird im folgenden vorausgesetzt.

Diese Definition soll auch noch einmal unterstreichen, dafl es in dieser Arbeit um
die Korrektur impulsférmiger Storungen geht. Unter Vernachlissigung des even-
tuell zusétzlich vorhandenen ‘Hintergrundrauschens’, ist fiir die Korrekturfihigkeit
analoger RS-Codes die Hamming-Distanz von Bedeutung. Diese steht in direkter
Beziehung zu der Anzahl der vom Code nicht genutzten Dimensionen und der An-
zahl korrigierbarer Fehler. Die Art des zugrundeliegenden Kérpers hat hier keinen

Einflufi.

Das ‘analoge’ Gewicht 143t sich entsprechend definieren

Definition 2.9 Das ‘analoge’ Gewicht eines Codewortes sei die analoge Hamming-
Distanz d zum Nullwort.
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Ein weiteres Abstandsmaf ist natiirlich die Euklidsche Distanz d..

Definition 2.10 Die euklidsche Distanz d. zweier Vektoren i = (yo,...,yn_1) und
7= (z0,...,2n_1) ist gegeben durch

Nachdem nun die wichtigsten grundlegenden Definitionen bereitgestellt sind, sol-
len im néachsten Abschnitt die erwarteten Eigenschaften kurz dargestellt werden,
deren genauere Untersuchung Gegenstand des Hauptteils dieser Arbeit sein soll.
In Verbindung mit diesem kurzen Abschnitt ist der letzte Teil dieses Kapitels mit
Betrachtungen zur Kanalkapazitidt zu sehen, der diskrete und analoge Kanéle bei
diskretem Eingang vergleicht.

2.3 Zu erwartende Eigenschaften
analoger Codes

Zunichst stellen analoge Codes ein Bindeglied dar, mit dessen Hilfe Gemeinsamkei-
ten verschiedener Arbeitsgebiete im Laufe der Arbeit offenbar werden. Insbesondere
die Tatsache, da} Algorithmen aus dem Bereich der Codierung mit denen der digita-
len Signalverarbeitung (z.B. Interpolation, lineare Pradiktion etc.) mit geringfiigigen
Anderungen austauschbar sind, ist hervorzuheben.

Aus dem vorigen Kapitel ist bereits eine wichtige Eigenschaft analoger Codes zu
erkennen. Es existieren keine Léngenrestriktionen. Zu jeder Linge N gibt es ein
entsprechendes primitives Element der Ordnung N (z = e/?*/V). Hingegen gilt
bei endlichen Zahlenkérpern N = ¢°* — 1, d.h. es stehen nur bestimmte Lingen
zur Verfiigung, wenn man einmal von den etwas eingeschrinkten Moglichkeiten der
Verkiirzung oder Erweiterung absieht.

Wichtig ist natiirlich auch, dafl keine speziellen algebraischen Strukturen benétigt
werden, d.h. zur Realisierung ist ebenfalls keine spezielle Hardware nétig. Ganz im
Gegenteil wird gezeigt, dafl Gleitkomma-Prozessoren mit wenigen Exponentenstel-
len oder bei geringen Codewortléngen sogar Festkomma-Prozessoren geniigen, um
den Rechengenauigkeitsanspriichen zu entsprechen. Es ist somit eine gewisse Ver-
einheitlichung der erforderlichen Hardwarestrukturen bei analoger Codierung und
sonstiger digitaler Signalverarbeitung moglich.
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Analoge Codes verwenden den analogen Empfangswert zur Decodierung. Geht man
speziell von einem diskreten Sendealphabet aus, so ist bekanntlich eine hohere Kanal-
kapazitit bei Kanédlen mit analogem Ausgang zu erwarten. Untersuchungen hierzu
finden sich im néchsten Abschnitt. Die dort wiedergegebenen Ergebnisse lassen auch
erkennen, dafl aus dem analogen Ausgangswert auf den Kanalzustand geschlossen
werden kann und sich hierdurch die Kanalkapazitit, selbst bei steigender Fehler-
wahrscheinlichkeit in einem Kanalzustand (hier von zwei), erhdht. Es besteht dabei
eine gewisse Beziehung zum letzten Kapitel, wo eine Vorgehensweise angegeben wird,
die es erlaubt, aus einem Decodierergebnis Riickschliisse auf die Kanalcharakteristik
zu ziehen. Es sei jedoch betont, dafl sonst in dieser Arbeit im allgemeinen keine
Wertdiskretisierung vorausgesetzt wird.

Im Kapitel 4.1 wird gezeigt, dafli analoge RS-Codes es theoretisch ermdéglichen,
(nahezu) alle Fehlermuster vom Gewicht e < M — 1 zu korrigieren, wohingegen
praktisch bei RS-Codes iiber Galois-Feldern diese maximal zuléssige Fehlerzahl auf
e < | M/2] beschrénkt bleibt, wenn man von den iiblichen algebraischen Decodier-
verfahren ausgeht (Bounded Minimum Distance Decoding). Die Korrekturfiahigkeit
analoger Codes (ohne Wertquantisierung) entspricht derjenigen bei einem unendlich
groflen Galois-Feld.

Von besonderer Bedeutung ist das Vorhandensein von Grofienrelationen in @', die
bei endlichen Zahlenkorpern fehlen. Die Decodierung bleibt daher nicht nur auf die
bindre Entscheidung, ob ein Fehler an einer gewissen Codewortstelle aufgetreten
ist, beschrinkt; die Amplitude von Fehlern geht nun ebenfalls ein. Es wird daher
moglich sein, zwischen ‘groflen” und ‘kleinen’ Fehlern zu unterscheiden. Inwieweit
dies moglich ist, wird in Kapitel 5 ausfiihrlich untersucht. Es wird dort die Frage ge-
stellt, wie grofl die Amplitude eines ‘Hintergrundrauschens’, das allen Komponenten
eines Codewortes iiberlagert ist, werden darf, um das Auffinden von Fehlern grofler
Amplitude, die im folgenden grundsétzlich als Impulsfehler bezeichnet werden, noch
sicherzustellen. In diesem Zusammenhang erfolgt eine neue Beschreibung einer der
wichtigsten Decodieralgorithmen, dem Berlekamp-Massey-Algorithmus (BMA), und
eine Untersuchung seiner Eigenschaften bei komplexen Toeplitz-Systemen. Die hier
gemachten Aussagen sind nicht nur auf Codierungsaspekte beschrinkt und stellen
eigentlich den zentralen Punkt der Arbeit dar.

Es sei noch auf eine Eigenschaft hingewiesen, die sich ergibt, wenn man von K
wertdiskreten Informationsstellen im ‘Zeitbereich’ ausgeht (beispielsweise von den
m moglichen Zustédnden der m-PSK) und die restlichen Stellen so berechnet, daf§ der
‘Frequenzbereichsvektor’ die gewiinschten M Nullstellen aufweist (systematische Co-
dierung). Diese M Parity-Komponenten liegen zum Teil nicht auf den vorgegebenen
moglichen Zusténden der Informationsstellen. Es ergibt sich hiermit eine Moglich-
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keit zur Rahmensynchronisation, da nur die Stellen detektiert werden miissen, die
deutlich von dem vorgegebenen Raster abweichen. Dabei mufli man jedoch so vor-
gehen, dafl nicht eine einzelne impulsartige Storung zum Synchronisationsausfall
fiithren kann (z.B. Betrachtung mehrerer Rahmen). Zur Verdeutlichung finden sich
einige Abbildungen im Anhang A.1.

In diesem Abschnitt wurden Besonderheiten analoger Codes hervorgehoben, jedoch
sind auch viele Gemeinsamkeiten mit Codes iiber endlichen Zahlenkérpern zu nen-
nen. Deutlich wird dies in dieser Arbeit insbesondere dann, wenn, der Anschaulich-
keit halber, Beispiele iiber Galoisfeldern gewéhlt werden. Beispielsweise sind her-
kémmliche Decodieralgorithmen ebenfalls bei analogen Codes anwendbar (eventuell
nach geringfiigigen Anderungen).

Der nun folgende Abschnitt geht, wie bereits in diesem Abschnitt angesprochen,
sendeseitig von diskreten Signalzustéinden aus und vergleicht Kanalkapazititen bei
analogem und diskretisiertem Ausgang bei normalverteiltem Rauschen.

2.4 Kanalkapazititen analoger Kanile
bei diskretem Eingang

Im folgenden soll ein Vergleich der Kanalkapazitit bei analogem und diskretisiertem
(bindrem) Ausgang und bindrem (z.B. PSK) Eingang durchgefiihrt werden, wobei
normalverteiltes Rauschen als Storung angenommen wird. Die graphische Darstel-
lung erfolgt jeweils in Abhéangigkeit der Bitfehlerwahrscheinlichkeit bei diskretem
Ausgang.

Die hier angegebenen Ergebnisse sind, um es noch einmal zu betonen, auf den Fall
eines wertdiskreten Eingangsalphabetes bezogen, welches jedoch in der iibrigen Ar-
beit nicht zwingend vorausgesetzt wird. Die Untersuchung ist, neben der allgemeinen
Motivation, dafl bei analogem Ausgang (und diskretem Eingang) mit einer hoheren
Kanalkapazitit zu rechnen ist, wegen zweier Einzelergebnisse interessant. Es wird
dort ersichtlich, dafl unter der Voraussetzung zweier Kanalzustéinde, gekennzeich-
net durch unterschiedliche Standardabweichungen des Gauss’schen Rauschens (un-
terschiedlicher Storabstand), der Kanalzustand in gewissem Mafle aus dem Analog-
wert des Ausgangs geschlossen werden kann. Erkennbar wird dies an einer Erh6hung
der Kanalkapazitit trotz Steigerung der Fehlerwahrscheinlichkeit in einem Kanal-
zustand. In Kapitel 8 wird konkret ein Verfahren angegeben, wie man nach analoger
Decodierung Aufschlufl iiber den Kanalzustand erhélt.
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Da die Kanalkapazitétsberechnungen zum Teil sehr umfangreich werden und dieser
Abschnitt lediglich im Rahmen einer Einleitung zu sehen ist, wird an dieser Stelle
nur fiir den ersten, vergleichsweise einfachen Fall, die Herleitung angegeben. Fiir
die iibrigen Fille wird dies detailliert im Anhang A.2 geschehen. Auch wird hier
ginzlich auf die Darstellung von Grundlagen zur Kanalkapazitét verzichtet (siehe
hierzu z.B. [45], [23]).

Im folgenden bezeichnen x; die (beiden) Eingangszeichen, y; die (beiden) Ausgangs-
zeichen nach Schwellwertentscheid und y den analogen Ausgangswert. Die Eingangs-
zeichen werden normiert verwendet (+1 und —1) und die Dichte des normalverteilten
Rauschens ergibt sich zu

1 Ny
V2ro, 2E,

wobei Ny die einseitige Rauschleistungsdichte und Ej die Energie pro Bit kennzeich-

py(yl £1) = ———e WFD/20) (2.6)

O'y:

net, die hier der Energie pro Zeichen (oder Symbol) Eg entspricht.

Hieraus folgt die Bitfehlerwahrscheinlichkeit fiir den entsprechenden diskreten Kanal

0 1 2 /92 1 Eb
P, = / = e WD 20y 1 — erf 2.7
0 27oy, 2 No (27)

Diesen Zusammenhang und das Kanalmodell des symmetrischen Bindrkanals zeigen
die Abbildungen 2.1 und 2.2.

7zu

Die Kanalkapazitit eines diskreten Kanals ergibt sich allgemein zu

U P(yi|z;)
) 73
Cpyvc = g%ajx JZU % P(x;)P(yi|z;)log P (2.8)

Entsprechend folgt fiir die Kanalkapazitit eines Kanals mit analogem Ausgang

p(ylz;)
Cawan = rnaX Z / y\xj)log () dy . (2.9)

Folgende Félle werden iiblicherweise unterschieden:

I ein einziger Storzustand bestimmt durch Ej /Ny,
IT mehrere (zwei) Storzustinde a - nur P(a) bekannt, jedoch nicht a selbst -,
ITII mehrere (zwei) Storzusténde a - P(a) und a selbst bekannt -,

IV mehrere (zwei) Storzusténde a - P(a
a, Schitzfehlerwahrscheinlichkeit P(a

bekannt, mit Kanalzustandsschitzung
a) bekannt -.

)
)
|
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0.0 ; ; i i ; ; i

-30 -20 -10 0 10 20 30
Ey/No /dB

Abbildung 2.1: Bitfehlerwahrscheinlichkeit P, in Abhéngigkeit des
Storabstands E, /Ny in dB

Abbildung 2.2: Symmetrischer Binérkanal
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Modellhaft werden dabei, wie bereits angedeutet, fiir die Falle IT bis IV zwei nor-
malverteilte Storzustdnde mit unterschiedlicher Standardabweichung angenommen
- im folgenden als ‘guten’ (G) und ‘schlechten’ (B) Zustand bezeichnet -, um zwei
verschiedene Storabstdnde wiederzugeben. Zur Beschreibung werden die folgenden
Parameter herangezogen:

b :  Wahrscheinlichkeit, dafl sich der Kanal im ‘schlechten’ Zust. befindet,
(1 —0b) :  Wahrscheinlichkeit, daf§ sich der Kanal im ‘guten’ Zustand befindet,
Ey/Noly : Stoérabstand im ‘schlechten’ Zustand,
Ey/Noly : Storabstand im ‘guten’ Zustand,
P., :  Bitfehlerwahrscheinlichkeit im ‘schlechten’ Zustand,
P,

g ©  Bitfehlerwahrscheinlichkeit im ‘guten’ Zustand.

Interessant sind besonders die Fille IT und IV, in welchen sich eine Erhéhung
der Kanalkapazitdt im analogen Fall trotz steigender Bitfehlerwahrscheinlichkeit im
‘schlechten’ Kanalzustand nahe P, = 0,5 ergibt (siehe Abbildungen 2.5 und 2.10).
Obwohl der Kanalzustand in diesen beiden Féllen nicht exakt bekannt ist, ist aus
dem Analogwert bei hoher Fehlerwahrscheinlichkeit P., der Kanalzustand erkenn-
bar. Bei P, = 0, 5 entsprechen sich die Ergebnisse aus II, IV und III (Kanalzustand

exakt bekannt). Man vergleiche die Abbildungen 2.5, 2.10 und 2.7.
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I.) Fiir den Fall nur eines Storzustands ergibt sich die Kanalkapazitét bei diskretem
Ausgang (DMC, discrete memoryless channel) bekanntlich zu

Cpwe = 1 + PP, + (1— P)d(1 - P,), (2.10)

worin die Tatsache eingeht, dafl bei einem symmetrischen bindren Kanal das Maxi-
mum fiir P(x;) = 1/2 erreicht wird (= P(y;) = 1/2).

Bei analogem Ausgang (AWGN, additive white gaussian noise) folgt

py| = 1)

p(y) W

x ply +1) Lo~
Jpi+ =Ty 5 [ ptal - 1ia

P(=1) P(+1) ..
2.11
S Sy N

mit = — e -
P(y) 2270, 2+/270,

Abbildung 2.3 zeigt im Vergleich die beiden Kanalkapazititen in Abhingigkeit der
Bitfehlerwahrscheinlichkeit P,. (Fiir den AWGN ergibt sich Ej/Ny aus (2.7) bzw.
aus Bild 2.1.)

—(y+1)?/205

e

DMC ____ AWGN

3 1
2
g
>~‘ -
wn ~
~ .
= .
£ *
K
2 0 ,5 N ‘.\
S ’\
= 4.
g
Tg \~~~.~
g . \ .

0,0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5

Bitfehlerwahrscheinlichkeit P,

Abbildung 2.3: Kanalkapazitéiten bei analogem und bindrem Aus-
gang in Abhéangigkeit der Bitfehlerwahrscheinlichkeit P,
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Fiir die weiteren Félle seien hier nur in Kiirze die Ergebnisse in Form einiger Dia-
gramme angegeben (Herleitung siehe Anhang).

I1.) — Zwei Storzusténde a, nur P(a) bekannt, jedoch nicht a selbst —

DMC AWGN

PE(B) = 0.4

-

%

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Kanalzustandswahrscheinlichkeit b

Kanalkapazitat C in bit/Symbol

Abbildung 2.4: Kanalkapazititen in Abh#ngigkeit der Kanalzu-
standswahrscheinlichkeit b

= DMC b=0.1 ® DMC b=0.4 A DMC b=0.9

O AWGN b=0.1 O AWGN b=0.4 X AWGN b=0.9
—_ _ )
e} 1 L
2 WaL ] ]

0 '.)
E R " O .{?-n.“'n u”’
) ] %0, 50000007
R ag
S ALY
:_Q “- o ] L n -
a RN Y g
.- N l‘ \.0 R l.... .
SEW- W LN ?] pE(a) = 1.06-3 '
20 N5 oo | sNR@ s =67 /
= e Va
§ \z ‘X‘ .'l, f
o S (D .
o
'g \}\X O 'o.."//\
b 3 A ‘e,

g 0 &HK:X.:’. et SOt ae..

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Bitfehlerwahrscheinlichkeit P., im Zustand ‘B’

Abbildung 2.5: Kanalkapazititen in Abhéngigkeit der Bitfehler-
wahrscheinlichkeit P,, im Zustand B
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III.) — Zwei Storzusténde a, P(a) und a selbst bekannt —

DMGC AWGN

PE(B) = 0.4
PE(Q) = 1.0E-3
SNR(B) /dB = -14.94
\ SNR(G) /dB = 6.78
0,5 <

&

Kanalkapazitat C in bit/Symbol

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Kanalzustandswahrscheinlichkeit b

Abbildung 2.6: Kanalkapazitdten in Abhingigkeit der Kanalzu-
standswahrscheinlichkeit b

® DMC b=0.1 ® DMC b=0.4 a DMC b=0.9
0 AWGN b=0.1 O AWGN b=0.4 X AWGN b=0.9
— I = L
o] -
4 N e
g ot .
> % . /
wn . .\Q‘ o
~ Y e, ¥ »
- N e
L0 ‘x‘ \o\“t.:\n -
= S S
x
9 : /
e 0,5 N 7
] ‘\ PE(G) = 1.0E-3 /
b \ SNR(G) /dB = 6.79
8 N /
15 N Va
= Nt e
g N*&.A'__A__A/‘
M0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Bitfehlerwahrscheinlichkeit P, imm Zustand ‘B’

Abbildung 2.7: Kanalkapazitdten in Abhéngigkeit der Bitfehler-
wahrscheinlichkeit P,, im Zustand B
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IV.) — Zwei Storzustéinde a, P(a) bekannt, mit Kanalzustandsschétzung a, Schétz-
fehlerwahrscheinlichkeit P(a|a) bekannt —

Der Kanalzustandsschéitzung liegt folgendes Modell mit den Schétzfehlerwahrschein-
lichkeiten €; und €; zugrunde (nach [23]):

1—62

1—61

Abbildung 2.8: Modell der Kanalzustandsschitzung
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# DMC Eps=0.1 ® DMC Eps=0.3 A DMC Eps=0.5
O AWGNEps=0.1, O AWGNEps=0.3, X AWGN Epa=05,

?“\ PE(B) = 0.4
AN PE(Q) = 1.0E-3
¢ o SNR(B) /dB = -14.04

: N 8NR(G) /dB = 6.79
E N
\ \.\E\
0,5

Kanalkapazitit C in bit/Symbol

N %;;ﬂ-
0 ot .
I
0 0,2 0.4 0,6 0,8 1

Kanalzustandswahrscheinlichkeit b

Abbildung 2.9: Kanalkapazitdten in Abhéngigkeit der Kanalzu-
standswahrscheinlichkeit b

Kanalkapazitat C' in bit/Symbol

wSg g
I la
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Bitfehlerwahrscheinlichkeit P, im Zustand ‘B’
O DMG, b=0.1, Eps=0.1 X DMc,b-O.A,Eg.-otl K pMC b=0.0, Epa=o.1
A AWGN,.b=0.1, Eps=0_1 X AWON, . b=0.4, Eps=0_1 AWOQN,b=0.0. Eps=0_1
+ DMg b=o a=d $ DMC,b=0.4, Epe=0.3_ [J DMC,b=0.9, Epe=5.5
X AWGN.B-0.1,Eps=0.3 ) AWON b=04,Fps=0.8 @ AWAN.b~0.9, Fpaz0_3
O DMC . b=01, Eps=0.8 YX DMGC, b=0 4, Eps=0.8 QO DMC b=0-0 Epe=0.6
V AWGN, B=0.1, Fpaz0.5 H AWON.B=0.4. Eps=0.8 M AWQN, b~0.9, Fpe=0_3

Abbildung 2.10: Kanalkapazitéiten in Abhéngigkeit der Bitfehlerwahrscheinlichkeit
P, im Zustand B



Kapitel 3

Interpolation, Approximation und
Decodierung

In diesem Kapitel werden einige Zusammenhéinge zwischen Interpolations-, Approxi-
mationsverfahren und der Decodierung von RS-Codes angegeben. Die Decodierung
wird dabei erkennbar als Anwendung von exponentieller und Polynominterpolation.
Als Grundlage fiir die Betrachtungen wird zun#chst in einem einleitenden Abschnitt
die Decodierung von RS-Codes erldutert.

3.1 Decodierung von RS-Codes

Wie schon bemerkt, soll in diesem Abschnitt kurz die Vorgehensweise bei der Deco-
dierung von RS-Codes skizziert werden.

Die Fehlerkorrektur erfolgt grundsétzlich in zwei Schritten:

e Bestimmung der Fehlerstellen,

e Bestimmung der Fehlerwerte.

Die Fehlerwerte seien im folgenden mit f; bzw. in Polynomschreibweise mit f(z)
bezeichnet. Im Frequenzbereich resultiert daraus F; bzw. F(z). Ein empfangenes
Zeichen r; ergibt sich somit als r; = ¢; + f;, ¢; € C.

Zunichst definiert man ein sogenanntes Fehlerstellenpolynom, dessen Nullstellen
die Fehlerstellen kennzeichnen.

23
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Definition 3.1 Das Fehlerstellenpolynom T'(x) sei gegeben durch
L) = [ (@ -27),
iclF'
wobei IF die Indexmenge der Fehlerstellen darstellt (IF = {i|f; # 0}).

Entsprechend sei ein Nichtfehlerstellenpolynom definiert durch

Mw) = I - =),
iclF

wobei IF die Indexmenge der fehlerfreien Stellen darstellt (IF = {i|f; = 0}).

Aus 2V — 1 =1V (z — 277 folgt T'(z) = (2 — 1)/T ().
Mit obiger Definition ergibt sich die als Schliisselgleichung bekannte Beziehung

D(z) - F(x) = T(z) - T(x) -T(x) = T(z)- (2" —=1) = 0 mod (z¥ —1). (3.1

Die Koeffizienten des Produkts der Polynome I'(z) und F'(z) ergeben sich aus einer
(zyklischen) Faltung der Koeffizientenvektoren. Sei e die aufgetretene Fehleranzahl,
so folgt

N-—1 e
ST F i =YTi-Fj;=0 j=0,...,N—1. (3.2)
i=0 =0

Der Fehleranteil im Frequenzbereich ist jedoch nur an den Stellen des sogenannten
Syndroms S; direkt ablesbar, das allgemein wie folgt definiert ist:

Definition 3.2 Als Syndrom bezeichnet man aus dem Empfangswort (Vektor i)
ermittelte Terme, die nur vom Fehlervektor f, jedoch nicht vom gesendeten Codewort
¢, bzw. der zugehdrigen Information abhdngen.

Aus Definition 2.3 ergibt sich beispielsweise die i{ibliche Syndromdefinition als Koef-
fizienten von R(z) der Grade K, ..., N — 1, die bei einem giiltigen Codewort gleich
Null sind.

In Gleichung 2.4 wurde eine etwas allgemeinere Definition von RS-Codes angege-
ben. Diese ermdglicht es, das Syndrom auch an anderer Stelle im Frequenzbereich
vorzusehen. Die entsprechenden Koeffizienten miissen lediglich (zyklisch) direkt auf-
einanderfolgen. Man spricht insbesondere von einem untenliegenden Syndrom, wenn
die niedrigsten Koeffizienten (Stellen 0 bis 2E — 1 im Frequenzbereich) verwendet
werden. Definition 2.3 kennzeichnet somit ein obenliegendes Syndrom.
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Im Falle eines untenliegenden Syndroms ergibt sich aus Gleichung 3.2

1=0 1=0

Normiert man das Fehlerstellenpolynom auf den niedrigsten Koeffizienten
(Co = 1), so ergibt sich hiermit folgendes Gleichungssystem

Se SQe
(1,71, Ty, ..., ) = (0,...,0) (3.4)
So Se

mit einer sogenannten Toeplitz-Matrix, die wie folgt definiert wird:

Definition 3.3 Man spricht von einer Toeplitz-Matrixz A, wenn die Koeffizienten
folgender Bedingung gentigen:

Aij = Qitkj+k -

Die bekannten Decodieralgorithmen, wie z.B. Berlekamp-Massey-Algorithmus und
Euklidscher Algorithmus, basieren auf dieser Struktur mit gleichen Komponenten in
allen Diagonalen. Es ist ebenfalls noch eine andere Schreibweise iiblich — als Hankel-
System bezeichnet:

1 0
SQe Se 1‘*1 0

= (3.5)
S, S, :

I, 0

Hankel-Matrizen sind dabei nichts anderes als gespiegelte Toeplitz-Matrizen.

Definition 3.4 Man spricht von einer Hankel-Matriz A, wenn die Koeffizienten
folgender Bedingung gentigen:

Qij = Qi—kj+k -

Die Auflosung der Schliisselgleichung liefert schliefllich die Koeffizienten des Fehler-
stellenpolynoms, dessen Nullstellen die Fehlerstellen bezeichnen. Dies erfolgt durch
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rekursive Graderhohung des Fehlerstellenpolynoms, dessen wahrer Grad e, welcher
der Fehleranzahl entspricht, ja nicht bekannt ist.

An Stelle einer Nullstellensuche zur Fehlerortbestimmung, kann im diskreten Fall
auch eine DFT-Riicktransformation erfolgen, wobei automatisch alle méglichen 2~
iiberpriift werden. Die verschwindenden Komponenten +; des riicktransformierten
Fehlerstellenpolynoms kennzeichnen also die Fehlerstellen. Diese Vorgehensweise

wird im Verlaufe dieser Arbeit auch auf analoge Codes iibertragen.

Das Auflosen des Toeplitz-Systems ist der eigenlich zentrale Teil der Decodierung.
Das Ermitteln der Fehlerwerte offenbart sich dann als nichts anderes als eine Aufgabe
der Interpolation durch Polynome. Im Falle komplexer Zahlen kann dies auch als
Approximationsproblem gesehen werden. Diese Aspekte werden insbesondere in den
noch folgenden Abschnitten iiber die Lagrange-Interpolation und die Least-Squares-
Approximation verdeutlicht.

Es lassen sich die Fehlerwerte z.B. durch rekursive Fortsetzung der Beziehung 3.3 mit
j=2E,2E+1,... gewinnen. Fernerhin steht eine als Forney-Algorithmus bekannte
Vorschrift zur Verfiigung:

ziT(zﬂ') _ B J

j=0,1,....e—1, T(@)=Ty+Tix+.. T,_a°".

i =

Diese folgt unter Zuhilfenahme von Gleichung 3.1 und der Regel von 1’'Hospital aus

1 _ 1T(x)- (xN — 1))
R N [(x)

Im iibrigen erhélt man die Fehlerwerte bzw. das korrekte Codewort auch durch Lésen
eines Vandermondschen Gleichungssystems. Dabei sind zwei Fille zu unterscheiden:
e ausgehend von einer Auswahl K fehlerfreier Stellen im Zeitbereich ermittelt
man das Codewort im Frequenzbereich,
e ausgehend von e Syndromstellen ermittelt man die Fehlerwerte im Zeitbereich.
Erste Mdglichkeit:

Bei obenliegendem Syndrom ergibt sich fiir die ausgewéhlten Stellen ¢, 41, ..., 15 1
das Gleichungssystem
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1 2720 2*22'0 >
1 i —2i H—(K=1)iy Co Ti

1 C ,

N R I (3.7)
1 Z_iK71 z_Qinl P Z_(K—ll)iK,1 CK_l TZ.K,I

Zweite Méglichkeit:
Bei untenliegendem Syndrom ergibt sich bei Betrachtung der e ersten Syndromstel-
len

(o (e @\ (S o
1vio 1\i; 1\ie—1
(zefl)’io (zefl)’il e (zeil)ie_l fiefl Se_l

Nachdem nun die prinzipielle Vorgehensweise bei der Decodierung von RS-Codes
dargestellt wurde, sollen in den folgenden Abschnitten Parallelen zwischen Inter-
polation (Approximation) und der Decodierung aufgezeigt werden. Diese sind zwar
nicht vollig neu, haben jedoch in der Codierungstheorie bislang nur wenig Beach-
tung gefunden. Zusammenhénge zwischen Codierung und Interpolation wurden von
Mandelbaum 1979 [39] untersucht. Hier soll jedoch das Augenmerk besonders auf
die Decodierung gerichtet sein. Die Betrachtung von Interpolationsverfahren fiihrt
insbesondere zu einem vielversprechenden Ansatz zur Definition eines ‘neuen’ Syn-
droms (siehe Kapitel 4.2).

Der folgende Abschnitt mag auch als Indiz fiir die Separierung der Codierungstheorie
von der Approximationstheorie gelten. So entwickelten Gorenstein und Zierler einen
Algorithmus, der eigentlich unter dem Namen Prony’s curve fitting method lingst
bekannt war.

3.2 Pronys exponentielle Interpolation —
— Gorenstein-Zierler-Algorithmus

1961 veroffentlichten Gorenstein und Zierler [22] (siehe auch [46]) einen Algorith-
mus, der identisch ist zu einem Verfahren, das Prony in [49] bereits 1795 vorstellte.
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In der Literatur aus den Bereichen Approximationstheorie und Codierung wird seit-
her, sogar noch bis zum heutigen Tage, der Algorithmus unter diesen verschiedenen
Namen gefiihrt. Die Gleichheit wurde erst 1967 von Wolf in [67] registriert.

Es soll nun im folgenden kurz das Verfahren der exponentiellen Approximation bzw.
Interpolation nach Prony erlautert und der Bezug zur Codierungstheorie hergestellt
werden. Die Darstellung orientiert sich dabei an [31].

Es wird eine Approximation in der Form

f(z) = Age®® + A1 + ... 4+ A, 1e'" (3.9)

bzw.

flx) = Aoud + Al + .00+ Apoapn o, g = €™ (3.10)

gesucht.

Bei der Decodierung entspricht dieses der Beziehung fiir das Syndrom als Funktion
der Fehlerwerte (und -stellen):

Sk = fi(Z)F + fu (2 + .+ fil (Ze)R (3.11)

Fiir den Fall Aquidistanter Stiitzwerte x = 0,1,..., Ng — 1 folgt das Gleichungssy-
stem

A0+A1+...+An,1 :fo
Aol,L[ll + Alli} +...+ An—lukfl = f1
Aopg + Avpid + .o+ Al = s (3.12)

Agpgs ™" 4+ Ay ™+ A ST = fasa
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Analog hierzu:

fio + fiy +-o o+ fi.., = So
fio(zio)l + fh(zil)l +.o+ fie—l(zi%l)l S
fio(zio)2 + fh(zil)Q ot fie—l(zi%l)Q = S (313)

in(ZiO)QE_l + fil(zil)QE_l 4+ 4+ fie—l(zig,l)QE—l — S2E71

Fiir Ng = 2n bzw. e = FE 148t sich das Gleichungssystem eindeutig l16sen — auf welche
Weise, wird Inhalt dieses Abschnittes sein. Uberbestimmte Systeme mit Ng > 2n
bzw. E > e kénnen mit ‘Least Squares’~Methoden behandelt werden (siehe Kapitel
3.4).

Wiren die Exponenten bzw. die Terme p; (bzw. 2%) bekannt, so verbliebe nur die
vergleichsweise einfache Aufgabe der Auflésung eines Vandermonde-Systems, die
schon im vorigen Abschnitt angesprochen wurde.

Hier handelt es sich jedoch um ein nichtlineares Gleichungssystem in den p;. Die
Losung wird ermoglicht durch die Definition eines Polynoms

p— o )" — ot = —ap it — 0y = 0 (3.14)
mit den Nullstellen p;. Diese Definition entspricht derjenigen des Fehlerstellenpoly-

noms in der Codierung.

Multipliziert man nun die erste Gleichung aus 3.12 mit «,,, die zweite mit o, _1,
...und die n + 1-te mit —1 und summiert all diese Gleichungen auf, so erhilt man
die erste Gleichung des folgenden linearen Gleichungssystems:

foo10q + fpoooe + ...+ foa, = fp

faon + foo1ao + .o+ fioy = frt1 (3.15)

Ing—oon + fng_soo + ...+ fngon—iom = fng—i

Die weiteren Gleichungen ergeben sich, wenn man sukzessive bei der zweiten, dritten,
usw. Gleichung beginnt. Das Gleichungssystem ist fiir Ng = 2n direkt 16sbar und
weist Toeplitz-Struktur auf. Eben dieses Gleichungssystem wurde schon im vorigen
Abschnitt zur Ermittlung des Fehlerstellenpolynoms angegeben.

Es folgt dann die Ermittlung der Nullstellen des eingefiihrten Polynoms und anschlie-
end die Berechnung der Koeffizienten A; (Fehlerwerte) aus dem Vandermonde-Sys-
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tem.

Exponentielle Interpolation nach Prony ist somit véllig identisch zum Problem der
Fehlerkorrektur.

3.3 Lagrange-Interpolation zur
Fehlerwertberechnung

Die Lagrange-Interpolation ist eine Darstellungsform der Polynominterpolation un-
ter Verwendung sogenannter Kronecker-Deltas. Diese sind wie folgt definiert:

Definition 3.5 Unter Kronecker-Delta 0;; versteht man eine (diskrete) Funktion
mit der Eigenschaft

5. — { 1 fallst =7

10 fallsi#7.

Fiir die hier beabsichtigte Anwendung sei die Delta-Funktion in ‘kontinuierlicher’
Form jedoch wie folgt festgelegt:

1 falls &€ = 274

0;(§) = { 0 falls ¢ £ o (3.16)

Hiermit ergibt sich die Interpolation fiir das Frequenzbereichspolynom ausgehend
von K fehlerfreien Stiitzwerten (erste Moglichkeit in Abschnitt 3.1):

Cle) = X 0,67, (517

Da C(£) bei obenliegendem Syndrom als gradbeschrénktes Polynom mit einem Ma-
ximalgrad von K — 1 festgelegt ist, mufl das Kronecker-Delta d,(£) noch der Bedin-
gung

Grad {§;(§)} = K -1

geniigen. Hiermit folgt
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_ o (€= 27%) . 3.18
€= =) (£ e — =) o

g:zii]‘

Durch Einsetzen von £ = 27" in 3.17 erhilt man die iibrigen Codewortstellen (im
Zeitbereich).

Die zweite Moglichkeit in Abschnitt 3.1 ist einer Lagrange-Beschreibung nicht zu-
ginglich, da das Polynom f(z), dessen Koeffizienten die Fehlerwerte selbst darstel-
len, nicht gradbegrenzt ist. Solche Polynome werden in der angloamerikanischen
Literatur als ‘sparse’ (diinnbesetzt) bezeichnet. Hierfiir existieren spezielle Interpo-
lationsalgorithmen. Der interessierte Leser sei hierzu auf [35] und die dort zitierte
Literatur verwiesen.

Um die Problematik jedoch noch etwas genauer zu erldutern, sei einmal der
— natiirlich zum Scheitern verurteilte — Lagrange-Ansatz hierfiir angegeben:

Grad {0;(¢)} = max {ix}

ke[0,e—1]
e;l 5_ Zk)
() = il
! (€= 2) - [ZTIR20(E — 24)]

- L;(€).

gzzj

Es erscheint hier ein unbestimmter Anteil L;(z) der aus der Gradbedingung folgt
(Grad {L;(§)} = maxyefo,e—11{ix} — e +1).

Eine zu Lagrange dquivalente Polynominterpolation liefert das sogenannte Newton-
Verfahren, dessen Beschreibung jedoch auf das néichste Kapitel 4.2 zuriickgestellt
werden soll. Dort wird unter Zuhilfenahme dieses Verfahrens ein neues Syndrom
definiert, das vielversprechende Eigenschaften aufweist.

(Zusammenhénge zwischen Codierung und Lagrange-Interpolation wurden auch von
Hsueh, Wang und Lee in [32] betrachtet.)
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3.4 Least-Squares-Approximation
zur Fehlerwertberechnung

Die Anwendung von Methoden der kleinsten Quadrate (Least Squares) gewinnt
natiirlich bei der Untersuchung analoger Codes an Bedeutung. Insbesondere eroff-
net sich hiermit die Moglichkeit der Ausnutzung aller zur Verfiigung stehender Glei-
chungen zur Fehlerwertbestimmung. Bei endlichen Zahlenkérpern hingegen, sind
iiberbestimmte Gleichungssysteme wegen des Fehlens von Grofienrelationen von un-
tergeordneter Bedeutung (lediglich zusitzliche Kontrollmoglichkeit). Weiterhin ist
eine Wichtung einzelner Gleichungen moglich, was wiederum das Einarbeiten von
Zusatzinformation, die beispielsweise den Kanalzustand kennzeichnet, erlaubt.

Beschreibungen zur Least-Squares-Approximation finden sich eigentlich in jedem
Lehrbuch der Numerik, ‘Praktischen’” Mathematik und Approximationstheorie (ins-
besondere erwihnt seien hier [4], [31], [12] und [45]). Die Herleitung der sogenannten
Normalgleichungen fiir den komplexen Fall wird im folgenden kurz skizziert.

Minimierungsproblem: Eine Funktion f(x), vorgegeben an endlich vielen Stiitz-
stellen z; (Stiitzwerte f;, Anzahl Ng), soll im Sinne der kleinsten Quadrate an diesen
Stiitzstellen durch eine Linearkombination von n < Ng Elementarfunktionen ¢,(z)
angendhert werden.

2

— min (3.19)

S,
7

n—1
fi = D a;- ¢(wi)
7=0

Hierbei stellt w; > 0 eine Wichtung der jeweiligen Stiitzstelle dar.

Dieses Minimum wird dann erreicht, wenn die Normalgleichungen

(w; rilaj - pj(xi) — fi] , Op(@i))i =0, k=0,....n-1 (3.20)

(x: konjugiert komplex) erfiillt sind. Hierbei kennzeichnet (a;, b;); das Skalarprodukt
von Vektoren @ und b, deren Komponenten mit 7 indiziert sind. (Die Vektoren werden
dabei oft mit tab(f) bezeichnet.) Umstellen obiger Gleichung ergibt

n—1

> (wigj(xi), dp(i))i-aj = (wifi, dp(xi))i (3.21)

Jj=0

Die Normalgleichungen sollen hier nicht bewiesen werden — statt dessen soll beispiel-
haft eine Veranschaulichung im dreidimensionalen Raum angegeben werden.
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Soll ein Vektor im dreidimensionalen Raum durch zwei Vektoren so
approximiert werden, dal der Fehler im Sinne des Betragsquadrates mi-
nimal wird, so muf} der Fehler (3 aquj — f) selbst orthogonal zu der
Ebene stehen, die durch die beiden Représentanten (Vektoren q?l und
;) aufgespannt wird. (siehe Bild 3.1)

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Normalgleichungen

Die Normalgleichungen werden nun fiir die beiden schon oben angesprochenen Félle
spezialisiert. Diese sind:

I ausgehend von allen fehlerfreien Stellen im Zeitbereich, ermittelt man das
Codewort im Frequenzbereich,

IT ausgehend von allen Syndromstellen, ermittelt man die Fehlerwerte im Zeit-
bereich.
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I.) Die Menge der Fehlerstellen sei im folgenden wieder mit IF, diejenige der Nicht-

fehlerstellen mit IF bezeichnet.

Die fehlerfreien Stellen 7;, i € IF ergeben sich gemifi der DFT zu

ri = %Kg (3.22)

Die Elementarfunktionen sind somit

or(x) = 2F/N . (3.23)

Hiermit ergeben sich die Normalgleichungen zu

Z Cy/N

> wilz Z)k-(zi)”} = Y win(z) ", v=0,. K-1. (3.24)
ZEZF iclF

In Matrixschreibweise:

2, TR Wi S w2 T Sy K1) C,
1| Sw0 > w; : Cv | _
N : . : N
Zwizi(o'i'K_l) . A sz CK,1
2 TR Wil

14
w;r; 2
> _ (3.25)

Z wiT'iZ(K_l)i

Auflésen dieses hermiteschen Gleichungssystems liefert das Codewort im Frequenz-
bereich.

I1.) Das Syndrom ergibt sich aus den Fehlerwerten gemifl der DFT zu

Sk =Y fi(z")". (3.26)
iclF’

Die Elementarfunktionen sind somit
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¢i(x) = z*. (3.27)

Hiermit ergeben sich die Normalgleichungen zu

Zl:Ffz' Xk:wk(zk)i-(z’“)*” = ijwkSk(z’“)*”, velF. (3.28)

In Matrixschreibweise:

Zk Wy Z wkzk(léfh) . Z wkzk(ief’il) fi1 Zk wkskz—kil

S wy 2R i1 —i2) 3wy, : fio | ] X Wy Spz k2

S quy, 2k i —ie) e c S wy fi. S wySj 2 ke
(3.29)

Auflésen dieses hermiteschen Gleichungssystems liefert nunmehr die Fehlerwerte im
Zeitbereich.

Die oben eingefiihrten Gewichtsfaktoren erlauben auf einfache Weise, Kanalzustands-
information zu beriicksichtigen, was bei herkémmlichen Blockcodes nur sehr be-
grenzt moglich ist (siehe z.B. [8]).

In einem spéteren Kapitel zum Vergleich von Tiefpaffilterung und Fehlerkorrektur
finden sich Simulationsergebnisse, die unter anderem mit Least-Squares-Korrektur
nach II.) erhalten wurden. Es soll daher an dieser Stelle auf Beispielrechnungen
verzichtet werden.

Im folgenden, dem letzten Abschnitt dieses Kapitels wird noch der Zusammenhang
zwischen der Approximation durch Kettenbriiche (continued fractions) und dem Eu-
klidschen Algorithmus, der anstelle des BMA als Decodieralgorithmus Verwendung
findet, kurz angesprochen.
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3.5 Euklidscher Algorithmus und
Approximation mit Kettenbriichen

Die Approximation durch Kettenbriiche entstand ehemals als Vorgehensweise zur
Darstellung von reellen Zahlen durch ganze Zahlen.

Diese Entwicklung ergibt sich dann wie folgt!:

s€lR, a;€Z, rneRAN0O<]|r]<]1

s = ag + 1o
1

aq + T

. 1
= T
a1 +_a2+r2

= ap+ (a1 + (ag +...+ (a1 + (an + 1) ) 1)

= a0-+

a = |s]

1
a, = { J, n>1 (fallsr,_; #0)
Tn—1
To = S — Qq
1
T'n = — ap
T'n-1

Die Kettenbruchentwicklung ergibt sich somit aus fortgesetztem Abspalten des nicht
ganzzahligen Restes und dessen Darstellung durch seinen Kehrwert.
Bringt man den Kettenbruch jeweils in die rationale Darstellung

. An(an + Tn) + Bn
~ Culan+1m)+ D,

(3.30)

so ergeben sich — wenn man die Reste zu Null setzt — Rekursionen fiir den Z#hler,
den Nenner und den Approximationsfehler.

'Die Darstellung orientiert sich dabei zunichst an einer Versffentlichung von Welch und Scholz
1979 ([63]).
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Der rekursiv auftretende Quotient sei

P,
S, — — beir, =0. 3.31
0 (3.31)

n

P, = Ayan+ By Qn = Cpan + D, (3.32)

Vergleicht man Gleichung 3.30, wobei n ersetzt wird durch n+ 1 mit Gleichung 3.30,
wobei r, ersetzt wird durch (a,41 + 7,41)7", so erhilt man

An+1 = pn Bn+1 = Pnfl Cn+1 = Qn Dn+1 = anl’ (333)

und mit den Gleichungen 3.32 folgen schliefilich die Rekursionsbeziehungen fiir
Zahler und Nenner

Pn_|_1 = an+1Pn + Pn—l (334)
Qn-l—l - an-l—lQn + Qn—l (335)

mit den Anfangsbedingungen

PU:aU Q():l P,lzl Q,lz(]. (336)

Ebenso 148t sich eine Rekursion bei Betrachtung des Approximationsfehlers angeben:

§ — — = — R, =5-Q, — P, (3.37)

— Rn+1 = an+1Rn + R, 1 mit R, = —1, Ry = s—ay = 1 (338)

an = {— R“J (3.39)

(n&heres hierzu siehe [63]).
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Ubertriigt man die zuvor dargestellte Approximation mit Kettenbriichen auf Po-
tenzreihen, so entspriche beispielsweise der reellen Zahl s die Potenzreihe

s(x) = iijd’j, so £ 0. (3.40)

Vergleichbar den ganzen Zahlen wire dann

p(r) = ipj:vd"ﬂ (3.41)

Der Euklidsche Algorithmus ermittelt bekanntlich den GGT zweier Polynome m(z)
und n(z) (oder ganzer Zahlen m und n). Die Vorgehensweise ist dabei wie folgt:

ry=1m+0n

., =0m+1n
o = agr’, + 1] ro = 1m — agn
o =ary+ 1) rh=qgam+pn
/ / / N
ro = Qory + 7
0 = G2l T 7Ty

(3.42)

! ! ! !
Th—g = AgT_y + T} T = QM + pgn

Ty_o = aTy_y + Ty ry : letzter Rest # 0 — GGT(m,n)
i = apry +0

a; = V“‘ (3.43)

Fiir ::*2 ergibt sich folgender Kettenbruch

-1

\\E‘

1 1 1

2
=g+ —=q+ —— =y + — = ... 3.44
1 ’ Ly /1 ’ al+,n6+,n/1 T a + ! ( )

|~

<

1
a2 + SR
1772

Vergleicht man mit der Darstellung oben, so entsprechen sich

! ! 1
liza _ a; = V?‘QJ = { J : (3.45)
Ti1 Ti—1 Ti—1
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Der Euklidsche Algorithmus, der bei der Decodierung ein mogliches Losungsverfah-
ren des Toeplitz-Systems darstellt, liefert somit die Kettenbruchapproximation des
Quotienten zweier Polynome.

Bemerkungen

e Neuere Verdffentlichungen zeigen die Aquivalenz von Berlekamp-Massey-Algo-
rithmus und Euklidschem Algorithmus ([13], insbesondere aber [17])

e Es bestehen weitere Zusammenhénge zwischen Euklidschem Algorithmus und
der sogenannten Padé-Approximation, einem Verfahren zur Approximation
von Potenzreihen durch Quotienten von Polynomen bestimmten Grades. Stim-
men Zihler- und Nennergrad iiberein, so fiithrt dies auf ein Toeplitz-System,
das Gleichung 3.4 entspricht (siehe [10]).



Kapitel 4

Konstruktive Beweise zur
Korrekturfihigkeit analoger Codes

In Kapitel 2.3 wurde bereits die hohere Korrekturfihigkeit analoger Codes im Ver-
gleich zu herkommlichen RS-Codes angesprochen. Die folgenden beiden Abschnitte
sollen der ndheren Betrachtung dieser Eigenschaft gewidmet sein. Mit zwei unter-
schiedlichen konstruktiven Beweisen wird gezeigt, dafi analoge RS-Codes es erlauben,
‘nahezu’ alle Fehlermuster vom Gewicht M —1 zu korrigieren, wenn M Parity-Stellen
vorhanden sind. Insbesondere der zweite, in dieser Arbeit vorgestellte Beweis liefert
eine vielversprechende Definition eines neuen Syndroms, indem Eigenschaften der
Newton-Interpolation ausgenutzt werden. Der erste Abschnitt soll jedoch zunéichst
den urspriinglichen Beweis aus der schon zitierten Verdffentlichung von Wolf ([68])
wiedergeben.

4.1 Beweis nach J.K. Wolf

Der Beweis von Wolf geht davon aus, dafl an den e Fehlerstellen keine diskreten,
sondern zuféllige kontinuierliche Fehlerwerte auftreten. Die iibrigen Stellen des Co-
dewortes seien fehlerfrei.

Zunichst ist ohne Beweis einsichtig, daf} eine Anzahl von bis zu |(d,—1)/2| = | M/2]
Fehlern mit herkémmlichen Decodierverfahren korrigiert werden kénnen. Dieses Er-
gebnis ist von herkémmlichen RS-Codes her bekannt. Hierbei ist der betrachtete
Zahlenkorper ohne Belang, lediglich die Anzahl der Fehler in Relation zur Hamming-
Distanz ist von Interesse. Man bedenke dabei, dafy vorausgesetzt wurde, alle iibrigen
Stellen, aufler den Impulsfehlerstellen, seien vollig fehlerfrei. Es wurde an dieser Stel-

40
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le auch absichtlich nicht die ebenfalls in Kapitel 2 eingefiihrte ‘analoge’ Distanz d,
verwendet, obwohl sie hier bei geeigneter Wahl der Parameter a¢ und b zu d;, dqui-
valent ist. Man beachte ebenfalls, dal d, — 1 die Anzahl der von einem Codewort
nicht verwendeten Dimensionen kennzeichnet. Diese Bedeutung ist nicht von der
Wahl des Zahlenkorpers abhéngig. Es sollte vielleicht auch betont werden, dafi Eu-
klidsche Distanzen hier ebenfalls nicht betrachtet werden, da an die Aufgabe einer
Impulsfehlerkorrektur gedacht ist. Ferner wurde auch keine Wertdiskretisierung des
Codewortalphabetes angenommen, die Voraussetzung fiir eine Korrektur hinsichtlich
geringer Euklidscher Distanzen wére.

RS-Codes haben nun die Eigenschaft, dafl ausgehend von K beliebigen fehlerfreien
Codewortsymbolen das gesamte Codewort rekonstruiert werden kann (siehe auch
die Ausfiihrungen zur Lagrange-Interpolation, ‘MDS’). Sind nun K + 1 Stellen feh-
lerfrei, so fiihrt jede der (K;gl) = K + 1 Auswahlen von K richtigen Stellen zum
urspriinglichen Codewort. Sind die Fehlerwerte kontinuierlich und zufillig, so geht
die Wahrscheinlichkeit gegen Null, dafl zwei fehlerbehaftete Auswahlen zu demselben
Codewort gehoren. Zur Fehlerkorrektur miissen also lediglich zwei der insgesamt (ﬁ)
Auswahlen das gleiche Codewort — das fehlerfreie — ergeben. Somit ist der folgende

Satz bewiesen.

Satz 4.1 Analoge RS-Codes mit M Priifstellen erlauben die Korrektur von (nahezu)
allen Fehlermustern des Gewichts M — 1, wenn die Fehler zufillige kontinuierliche
Werte annehmen.

Der zitierte Beweis ist zwar konstruktiv, jedoch als Decodierverfahren aus Aufwands-
griinden ungeeignet. Um dies zu demonstrieren, wird kurz die Wahrscheinlichkeit des
Korrekturversagens in Abhéngigkeit der Anzahl der Stichproben und der Fehleran-
zahl e berechnet.

Sind e Fehler aufgetreten, so ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Stichprobe K
richtige Stellen zu entnehmen, gegeben durch

po ) m

Es werde im folgenden die Tatsache unberiicksichtigt gelassen, daf gleiche Stich-
proben nicht mehrmals entnommen werden, d.h. die Wahrscheinlichkeit eine i-te
korrekte als j-te Stichprobe zu erhalten
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P = (%) - ¢~V , (4.2)
M) -G-1

wird gendhert durch P gemifl Gleichung 4.1.

Die Wahrscheinlichkeit, dafl ¢+ von r Stichproben K fehlerfreie Stellen erfassen, be-
tragt

P = (:) Pi(1— Py, (4.3)

Die Gesamtwahrscheinlichkeit mit r Stichproben das urspriingliche Codewort zu
ermitteln, ergibt sich hiermit zu

7f> Pi(1— Py (2<r< (g) - (NI; 6) +2). (44)

Bild 4.1 zeigt beispielhaft die Wahrscheinlichkeit fiir Korrekturversagen (1 — P(r))
in Abhéngigkeit der Anzahl r der Stichproben und der Fehleranzahl e. Man erkennt,
daf} die Anzahl der benétigten Stichproben stark mit der Anzahl der Fehler zunimmt.

Dieser Abschnitt weist die hohere Korrekturfihigkeit analoger gegeniiber der her-
kémmlicher Codes (bei praktikablen Galoisfeldgroien) nach, allerdings fehlt bislang
ein praktikabler Algorithmus, um diese Eigenschaft zu nutzen. Auch der folgende
Abschnitt wird letztlich kein Decodierverfahren liefern, jedoch wird dort ein Syn-
drom definiert, das nidheren Bezug sowohl zum Zeitbereichscodewort — fehlerfreie
Bereiche sind sofort als solche zu erkennen —, als auch zum herkémmlichen, durch
‘DFT’ (im Sinne von Generalized RS-Codes) ermittelten Syndrom hat. Dieses ‘neue’
Syndrom stellt sicherlich zumindest einen vielversprechenden Denkansatz zur Ent-
wicklung eines Decodierverfahrens dar.
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1 ST Fi =1==
""""" *\ o= 1
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Anzahl der Stichprobenr

Abbildung 4.1: Wahrscheinlichkeit fiir Korrekturversagen (1—P(r))
in Abhéngigkeit der Anzahl r der Stichproben und der Fehleranzahl
e

4.2 Das Newton-Verfahren zur Interpolation und
Definition eines ‘neuen’ Syndroms

Das Newton-Verfahren erweist sich fiir Decodieranwendungen als sehr vielverspre-
chende Darstellungsform der Polynominterpolation. Bei gegebenem Maximalgrad n
(Stiitzstellenzahl n + 1) wird folgender Ansatz verwendet:

f(z) = flxo] + (& — x0) flwo, 1] + (x — z0)(x — 1) f|x0, T1, 2] + . ..
oot (—m) (= 21 flTo, .. 1] (+E(x)) (4.5)

Die sogenannten Divided Differences f[xy,. .., x| sind dabei gegeben durch:

f[xo} = f(xo)
f[ffo,xﬂ _ flzi]—flzo]

T1—T0

(4.6)

flz1sszp] = flTo, o Th—1]
T —T0 '

f[xoa---,xk} =
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Permutationen der Stiitzstellen bleiben ohne Einflufl auf das Interpolationspolynom.

Die Komponenten eines RS-Codewortes wurden oben (Definition 2.6) als Funktions-
werte eines Polynoms vom Grad K —1 an dquidistanten Stellen auf dem Einheitskreis

23

LG =8 X O j
Ci:_ = — Z = €
N N =

beschrieben. Daher bietet es sich an, eine Operatorschreibweise einzufiihren:

C(Z—(z'+1)) o iC(z_i)
Ale; = —(i+1) _ ;V—i (4.7)

Akilcz’-i—l _ Akflci
o—(i+k) — =i

2=

AFe; (4.8)

Analog zur Differentiation von Polynomen vom Grad K — 1 gilt
Satz 4.2 flei,...,ciox] =0 baw.  AFe; =0

Diese Eigenschaft folgt sofort aus obigem Interpolationsansatz (Gleichung 4.5).

Beweis der Korrekturfihigkeit

Bei zufilligen kontinuierlichen Fehlern geht die Wahrscheinlichkeit gegen Null, daf}
die fehlerbehafteten Stellen des empfangenen Wortes genau einem Polynom vom
Grad K —1 entsprechen. Betrachtet man nun das Schema der Erzeugung der Divided
Differences in Bild 4.2, so erkennt man, dafl eine K-te Divided Difference nur dann
verschwindet, wenn K + 1 Stiitzstellen zu einem Polynom vom Grad K —1 gehoren.
Sind K +1 = N — M + 1 Stellen fehlerfrei, so erhdlt man nach maximal (K+1)
Permutationen der Stiitzstellen eine Null an einer der K-ten Divided Differences.

Dies beweist die Korrekturfihigkeit analoger RS-Codes und zeigt gleichzeitig die
Moglichkeit auf, ein ‘neues’ Syndrom zu definieren. Es er6ffnen sich hierzu zwei
Alternativen.

Zunéchst kann man die K-ten Divided Differences direkt als Syndrom verwenden
(siehe Bild 4.2). Sie erlauben das sofortige Erkennen fehlerfreier Bereiche der Linge
K + 1. Hieraus ist dann das gesamte Codewort rekonstruierbar. Dies bedeutet, dafl
ein eventuell sich anschlielender Decodieralgorithmus entfallen kann, sobald das so

definierte Syndrom eine Nullstelle aufweist. Im Falle maximaler Fehlerzahl e,,,, =
M — 1 fiihrt ein Anteil von Nepa!(N — €m4:)!/N! = N/ (erfiz) aller moglichen
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Co
— Al Zweite Moglichkeit
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Abbildung 4.2: Newton-Schema zur Erzeugung der Divided Differences

Permutationen auf eine verschwindende Syndromstelle. Aus Aufwandsgriinden ist
jedoch der Einsatz von Permutationen zur Korrektur bei groflerer Fehlerzahl nicht
von Interesse (ebenso wie im vorigen Abschnitt).

Die zweite Alternative der Syndromdefinition geht von den Divided Differences aus,
die auch in die Interpolationsvorschrift, Gleichung 4.5, eingehen, wenn man sie bis
zum Grad N — 1 fortsetzt. Die verwendeten Elemente des Newton-Schemas zeigt
ebenfalls Bild 4.2. Dieses Syndrom weist einfache Zusammenhénge zu einem Syn-
drom auf, das iiber eine ‘DFT’ im Sinne von Generalized RS-Codes gebildet wird:
N—
Z

1=0

j=01,....M—1. (4.9)

>Q|ﬁ

Mit ¢/ = 1 und B; = 2’ erhielte man die iibliche DFT. Es 148t sich zeigen, daf3
flzo, ..., xn_1] genau Wq entspricht. Die iibrigen Syndrome W; folgen rekursiv aus
den Divided Differences.
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Der Zusammenhang mit dem verallgemeinerten DF'T-Syndrom wurde nicht von dem
Verfasser erarbeitet. Daher wird auf eine genaue Darstellung hier verzichtet. Statt-
dessen sei auf die Verdffentlichung von B. Dorsch [19] und die in Kiirze erscheinende
Arbeit meines Kollegen H. Schneider verwiesen.

Stichpunktartig sollen noch einige wichtige vorteilhafte Eigenschaften des Newton-
Verfahrens zusammengestellt werden.

e Ausgeldschte (nicht oder zu unsicher empfangene) Stellen kénnen im Newton-
Schema einfach weggelassen werden. (Vergleiche hierzu das Vorgehen bei der
Bildung des herkémmlichen DFT-Syndroms im Falle von Ausléschungen in
z.B. [6], das doch etwas mehr Aufwand bedeutet.)

e Sukzessives Anfiigen nachtréiglich empfangener Stellen ist leicht moglich —
adaptive Codierung. (Eine vergleichende Betrachtung fiir das herkémmliche
Syndrom wird ebenfalls Inhalt der Dissertation meines Kollegen sein.)

e Das Newton-Schema ist durch Parallel- und Pipeline-Strukturen darstellbar.

Auch wenn in diesem Abschnitt kein Decodieralgorithmus auf der Basis des New-
ton-Verfahrens vorgestellt werden konnte, so sind die hier gemachten Uberlegungen
sicherlich ein Denkansatz zur Entwicklung eines solchen.

Zum Abschluf} dieses Abschnitts sollen noch einige Bemerkungen angefiigt werden.

Parallelen der hier dargestellten Beweisidee zu derjenigen nach J.K. Wolf bestehen
insofern, als AXr(i) = 0 gleichzeitig bedeutet, da AX~'r(i) = AX=lr(; 4 1).
Anders ausgedriickt heifit das, dafl zwei Entnahmen einer Anzahl von K Stellen die
gleiche Divided Difference liefern miissen um K + 1 fehlerfreie Stellen auszuweisen.
Bei dem Beweis nach Wolf mufiten mindestens zwei Entnahmen nach Neucodierung
das gleiche Gesamtcodewort ergeben.

Vergleich Error Trapping — Newton—Verfahren

Permutationsdecodierer erreichen, wie der Name schon sagt, durch Permutationen,
daf} Fehlerstellen in den ‘Priifteil’ eines Codewortes gelegt werden. Anwendung der
Priifmatrix H liefert dann sofort das Fehlermuster (siehe z.B. [65]).

Mit Error Trapping bezeichnet man ein Decodierverfahren, das als Permutationen
nur zyklische Verschiebungen zulidfit (Definition nach [65]). Es miissen daher K auf-
einanderfolgende Stellen fehlerfrei sein. Er folgt daraus das maximale Fehlergewicht,
bei dem alle Fehlermuster korrigiert werden kénnen, zu
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S {EJ <N (4.10)

K K
Bei der Syndromerzeugung mit dem Newton-Verfahren ist die Decodierung dann
leicht durchfiihrbar, wenn ein fehlerfreier Bereich der Lange K + 1 vorhanden ist,
was dann erfiillt ist, wenn

N
K +1

e < (4.11)
Das Newton-Verfahren erlaubt jedoch zusétzlich beliebige Permutationen, ohne auf
Zugehorigkeit zur Automorphismengruppe achten zu miissen, wie dies bei der Per-
mutationsdecodierung der Fall ist.

Mit dem hier vorgestellten interessanten Verfahren zur Syndromerzeugung werden
die Betrachtungen zum ‘Umfeld’ analoger Codierung in Form von Interpolation
und Approximation vorerst verlassen. Im néichsten und zentralen Kapitel dieser Ar-
beit folgen Untersuchungen zu den Eigenschaften analoger Codes bei Anwendung
herkémmlicher Decodierverfahren.



Kapitel 5

Einflufl von ‘Hintergrundrauschen’
— Konditionierung des
Decodierproblems

In diesem Abschnitt wird die Ermittlung der Fehlerstellen ausfiihrlich untersucht.
Die Fehlerstellen werden dabei auf herkémmliche Weise durch Auflésen des Schliis-
selgleichungssystems 3.4 und Riicktransformation des Fehlerstellenpolynoms bestimmt.

Es wird im folgenden zwischen zu korrigierenden Fehlern, als Impulsfehler bezeich-
net, und zuséatzlichen Fehlern kleinerer Amplitude, die allen Codewortstellen iiber-
lagert sind (‘Hintergrundrauschen’), unterschieden. Der Einflufl dieses Hintergrund-
rauschens auf die Auffindbarkeit der Impulsfehler-Stellen soll hier Gegenstand ge-
nauerer Betrachtungen sein.

Zusétzlich wird in Abschnitt 5.3.2 eine besonders anschauliche und leicht verstédnd-
liche Beschreibung des Berlekamp-Massey-Algorithmus angegeben, die insbesondere
grofle didaktische Vorziige gegeniiber Masseys Darstellung besitzt. Viele, auch fiir
die durchgefiihrten Konditionsbetrachtungen niitzliche Eigenschaften, sind nur aus
dieser Art der Formulierung leicht erkennbar.

5.1 Simulationsergebnisse

Ergebnisse einiger Simulationen sollen zunéichst einen ersten Einblick in die Proble-
matik vermitteln.

Wie schon angesprochen, steht die Ermittlung der Fehlerstellen im Vordergrund.

48
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Nach Auflésen des Toeplitz-Systems werden jedoch, um es noch einmal zu betonen,
nicht etwa die komplexen Nullstellen des Fehlerstellenpolynoms gesucht, sondern
dieses wird, wie im diskreten Fall, einer DF T-Riicktransformation unterworfen. Eine
Nullstellensuche wére auch praktisch nicht durchfiihrbar.

Anstelle der Nullstellen des riicktransformierten Fehlerstellenpolynoms, die die Feh-
lerstellen kennzeichneten, sind bei Vorhandensein von Hintergrundrauschen jedoch
bestenfalls Betragsminima an diesen Stellen zu erwarten. Solange die Betragsmini-
ma auch wirklich den Fehlerstellen entsprechen, ist eine Korrektur moglich. Ein Maf3
fiir die Giite der Auffindbarkeit der Fehlerstellen sei wie folgt definiert:

Definition 5.1 FEin Maf fir die Giite der Fehlerauffindbarkeit sei gegeben durch

_ min {|7i‘fehlerfrez'e Stellen}
max { il Fehlerstellen}

Ist @ > 1, so sind alle aufgetretenen Impulsfehler auffindbar, und |;| an Impulsfeh-
ler-freien Stellen unterschreitet nicht die Betrdge an Impulsfehler-Stellen.

Es werden nun die Ergebnisse zweier Simulationen dargestellt, wobei im ersten Fall
gleichverteiltes (in einem Intervall), im zweiten normalverteiltes Hintergrundrau-
schen zugrunde gelegt wurde.

5.1.1 Gleichverteiltes Hintergrundrauschen

Die Simulation mit in einem Intervall gleichverteiltem Hintergrundrauschen zeigt
die Abhéingigkeit des oben definierten Giitemafles (Q vom jeweils aufgetretenen Ma-
ximalwert des Rauschens (nicht der variierten Intervallgrenze) und der Anzahl der
Impulsfehler e.

Fiir die Impulsfehler wurden eine konstante Amplitude | B| und gleichverteilte Phase
gewihlt. Die Abbildungen zeigen jeweils 5000 Simulationsergebnisse.

Da ein doppelt logarithmischer Mafistab verwendet wurde, weist der linear verlau-
fende Mittelwert in den Darstellungen auf ein prinzipiell hyperbolisches Verhalten
hin. Man konnte diese allméhliche, asymptotische Anndherung an () = 0 mit steigen-
der Rauschamplitude als Hinweis auf ein vergleichsweise stabiles Verhalten ansehen
(kein abruptes Versagen).
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Abbildung 5.1: Das Giitemafl () in Abhéngigkeit der, auf die Impulsfeh-
ler-Amplitude | B| normierten, maximalen Rauschamplitude am Beispiel
N = 40, K = 20
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5.1.2 Normalverteiltes Hintergrundrauschen

Normalverteiltes Hintergrundrauschen bereitet gréfiere Schwierigkeiten fiir die Feh-
lerlokalisation.

Die folgende Abbildung 5.3 zeigt die Abhéngigkeit des Anteils auffindbarer Fehler-
stellen von der Standardabweichung o des zweidimensionalen normalverteilten Rau-
schens und der Impulsfehler-Anzahl e. Die Impulsfehler besitzen wieder konstante
Amplitude |B| und gleichverteilte Phase.

Antell korrigierbarer Fehlermuster

Abbildung 5.3: Anteil korrigierbarer Fehlermuster bei normalver-
teiltem Hintergrundrauschen in Abhingigkeit der auf |B| normier-
ten Standardabweichung o

In das Diagramm wurden ebenfalls Obergrenzen fiir den Anteil korrigierbarer Fehler-
muster (mit OG gekennzeichnet) eingetragen, die aus der Verteilung des Rauschens
zu schlieflen sind. Zur Veranschaulichung betrachte man Bild 5.4.

Die Obergrenzen (im folgenden mit P; bezeichnet) ergeben sich aus der Wahrschein-
lichkeit, dafl Impulsfehler-Stellen und lediglich durch Hintergrundrauschen gestorte
Stellen noch unterscheidbar sind, d.h.

Py = P(min{r;|i € IF} > max{r;|i € IF}), (5.1)

wobei IF wieder die Indexmenge der Impulsfehler, IF' die verbleibenden Stellen und
r; die Zufallsvariable an Stelle ¢ bezeichnet. Es sei kurz die Berechnung von Py
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\/
/

Impulsfehler

Abbildung 5.4: Tllustration zur Herleitung der Obergrenzen in der
vorigen Abbildung

angegeben:

P, = / P (min{r|i € F} > max{r, i € F}| min{r,)i € IF} = u) -

=—00

< fu(u) du = /oo P (u > max{r;|i € F}) + fulu) du =

uU=—0x

P (u > max{r;|i € F}) = llp(u >r;) = <FTF(U)>N6
icell’

Berechnung von fy(u):

P(u<u) = P(min{r;li € [F} <u) = 1 — P (min{r;|i € I[F'} > u)

— Fw) = 1-[1-Fp]
= falu) = e-[l—FrF(u)r_l-frF(w

Es ergibt sich somit P; zu:

53
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P, = /:O (FrF(u)>Ne-e-<1—FrlF(u)>el-frlF(u) di (5.2)

Fop(u) = %(1+erf<u\/_§al>> (5.3)
R () = %(1+erf<ﬁ>> (5.4)

1 2 2
— = —(u—1)?/(207)
fpW = 5y (5:5)

Die Simulationsergebnisse liegen vergleichsweise weit von der angegebenen Ober-
grenze entfernt. Dies spricht dafiir, dal normalverteiltes Rauschen grundsétzlich
ungiinstige Auswirkungen auf das Korrekturverhalten hat.

Allgemein 148t sich sagen, daf} die Fehlerkorrektur dann giinstige Ergebnisse liefert,
wenn der Impulscharakter der Stérungen deutlich iiberwiegt. Wie Simulationen in
Kapitel 8 belegen, ist dies fiir N = 20, K = 10 bereits dann der Fall, wenn die
Amplitude der Impulsfehler um mindestens einen Faktor 10 bis 20 (abh#ingig von
der Impulsfehler-Anzahl) iiber der Standardabweichung des Gauss’schen Rauschens
liegt. Auch aus den zuvor angesprochenen Simulationen mit (in einem Intervall)
gleichverteiltem Rauschen sind dhnliche Aussagen zu gewinnen.

Man konnte vielleicht annehmen, der Fall normalverteilten Rauschens wére noch ei-
ner mathematischen Beschreibung zugénglich. Im Anhang A.3 wird jedoch gezeigt,
daf} insbesondere die Beschreibung der Losung des Toeplitz-Systems durch Dichte-
funktionen ungemein komplex und daher praktisch unlosbar ist.

In den Folgeabschnitten sollen nun die Fortpflanzungseffekte des iiberlagerten Hin-
tergrundrauschens genauer mathematisch untersucht werden.

5.2 Konditionsbetrachtungen zur
Decodierung

Bevor auf die Auswirkungen des Hintergrundrauschens mit der Hilfe von Konditions-
betrachtungen eingegangen wird, soll eine Veranschaulichung mit rekursiven Filtern
versucht werden, die nahelegt, dafl das untersuchte Decodierproblem grundsétzlich
als kritisch beziiglich der Konditionierung einzuschétzen ist. Dies, obwohl die obigen
Simulationen ein doch recht stabiles Verhalten nachweisen.
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Fehlerstellensuche und rekursive Filter

Auf den ersten Blick scheinen die beiden Themen nicht viel gemein zu haben. Be-
trachtet man jedoch die Schliisselgleichung 3.3, so entspricht diese ja bekanntlich
(siehe [41]) einem riickgekoppelten Schieberegister gemifi Bild 5.5, welches man
ebenso als rekursive Filterstruktur begreifen kann.

OD+—D~—D -—=

Y
n
L
n
5
n
&
N
|

S; Si—e_1... 5

Abbildung 5.5: Schieberegisterveranschaulichung der Schliisselglei-
chung

Betrachtet man das Fehlerstellenpolynom

F(1/z) =1+ > Tz, (5.6)
i=1

so sucht man T';, so daf} die Nullstellen, die sich aus den Fehlerstellen ergeben, auf
dem FEinheitskreis liegen, wenn kein Hintergrundrauschen vorhanden ist. Es wurde
hierbei absichtlich die Substitution ‘zz — 1/2’ durchgefiihrt, um deutlicher den Auf-
bau des Schieberegisters aus Verzogerungselementen hervortreten zu lassen. Null-
stellen auf dem Einheitskreis &ndern ihre Lage dabei nur beziiglich des Winkels.
Der Kehrwert des Polynoms stellt den Nenner der Ubertragungsfunktion eines re-
kursiven digitalen Filters dar. Die genannten Nullstellen sind dann die Pole dieser
Ubertragunsfunktion. Pole auf dem Einheitskreis bedeuten Grenzstabilitit (siche
hierzu Bild 5.6). Bei Vorhandensein von zusitzlichem Rauschen werden die Pole
zumindest nahe dem Einheitskreis liegen, was rein anschaulich einen Hinweis auf zu
erwartendes ‘problematisches’ Verhalten gibt.



56 KAPITEL 5. KONDITIONIERUNG DES DECODIERPROBLEMS

{ grenzstabil

instabil

Abbildung 5.6: Bereiche fiir Stabilitdt und Instabilitidt der z-Trans-
formierten

Nach diesen Vorbemerkungen wird nun die Konditionierung der Fehlerlokalisation
detailliert untersucht.
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Zur Ermittlung der Fehlerstellen erfolgt (wie schon in Kapitel 3 erldutert) in drei
Schritten:

—

I Transformation des empfangenen Zeitbereichsworts () in den
Frequenzbereich (R)

- DFT -
1 1
o . 1 2t 22
R = ZyunT ZNuN = 1 22 (5-7)

IT Entnahme des Syndroms (Sg, Si,. .., So_1) aus R und Losen des Hankel-
(Toeplitz-) Systems

526—2 526—3 e Se—l Fl SQe,1
Soe_3 : Ly | B Soe 2 (5.8)
Se-1 So Te Se

In abgekiirzter Schreibweise

ST = —3.

Man beachte, daf§ hier, entgegen Gleichung 3.5, I ohne fiihrende Komponente
‘1’ verwendet wird.

IIT Riicktransformation des Fehlerstellenpolynoms bzw. des entsprechenden Vek-
tors T’ (mit ‘1’ als erster Komponente erweitert) in den Zeitbereich ¥

-~ DFT ! -
_ e+1 1W
1 1 1 1
1 z7' 272
B _ - _ 1 -2 -4
y=Z 1><(e-|—1)F Zle(e-I—l) - N b2 N (59)
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Diese drei Operationen werden nun genauer mit dem Ziel untersucht, Abschéatzun-
gen fiir die Beziehung zwischen relativem Fehler p; des Fehlerstellenvektors 4 und
relativem Fehler pr des Zeitbereichs-Codewortes 7 zu gewinnen. Die relativen Fehler
werden dabei unter Zuhilfenahme von L.-Normen' (Maximumnormen) definiert:

I A [loo | AT [|oo
pﬁ — - s pF = . (5.10)
T e 173 [loo
Der Index i (‘ideal’) steht hier und im folgenden fiir Impulsfehler-behaftete Vektoren
ohne Hintergrundrauschen.

Zunéchst werden die Normen der DF'T-Matrizen angegeben, da diese spiter beno-
tigt werden.

|| ZNyN ||oo: N || ZIVIXN ||oo: % =1

(5.11)
e+l
N

I Z ey lloo = I Zeriyxn loe= N

Erster Schritt (1)

Als Voraussetzung fiir die folgenden Konditionsbetrachtungen sei angenommen, daf}
die Amplitude des Hintergrundrauschens wesentlich kleiner als diejenige der Impuls-
fehler ist. Der Vektor des Rauschens im Zeitbereich werde repriisentiert durch (e- é).
Die DFT liefert

R = ZnunT = Znun(7i + €€ (5.12)
— AR = Zy,y €€ (5.13)
— | AR <] Zyn || €11 7] - (5.14)
Weiterhin gilt
7 = Znn B (5.15)
RIS 2 ) = Ly g

Wektornorm: || @ ||.o= max, |a,|, Matrixnorm: || A ||oc= max, (Zu ‘Av’u‘)
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Die Gleichungen 5.14 und 5.16 ergeben zusammen

- i Zin Ll B |
AR || < || Zysw || e || €] =20 :
| 7 |
| AR || o elel
= < || Zyxn |l -1 Z | ==
17 = L2 U2 B
”{ZNXN}

oder in Kurzform geschrieben

Pp < K{ZNnun} " Pr

wobei k{Z .y} die Konditionszahl der DFT-Matrix Z yy bezeichnet.

Zweiter Schritt (II)

Betrachtet man das Hankel- (Toeplitz-) System

ST = -3,

so erhdlt man unter Verwendung von [21], S. 25

LA | .
1T <SS ! | - (pa + pB) (+O(62))
’ w5}
" | AS ] | A7
S
PETET M TR

59

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

Beriicksichtigt man, dafl § einen Ausschnitt aus R darstellt, so folgt unter Verwen-

dung der L,.-Norm

_ [AF e _ [[AF ]l | Bi [l | Bi floe

- — - - — —
[ $illo || Rillo I 5illoo

PB
Entsprechend ergibt sich fiir py

oy = 1AS oo _ [1AS oo || Bi lloe e_pdwh&nm.
| S; oo I Billse ISille = "% 1Sl

(5.22)

(5.23)
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Dritter Schritt (III)

Wie unter I, fithrt die Riicktransformation des Vektors des Fehlerstellenpolynoms

¥ = Zyseinl (5.24)

zu der Beziehung

| AF |
I

A7
I

< || ZN>< e+1) || ’ || L(e+1)xN || ' (5-25)

beriicksichtigt man, daB || AT ||=| AT || und || T; ||= max{l, | T ||}, so ergibt
sich der relative Fehler des Fehlerstellenvektors im Zeitbereich aus den Gleichungen
5.18, 5.21 und 5.25 zu (iiberall L.,-Normen)

| A7 ] | T o o
— < L N Lo A Zye ISl S .
70 S w0 I Zatorny | 1 Ziesryn LIS -1 S0
N L
| B, IBi] elle] _
N Znsw |- 1| Znhon |- (5.26)
(n TR WA NN NN AT

=

o1 FANNEA cle]
< N -k{St. -N -1 .
< w8k (ns:n+ IS

E 00 Rz 9]
— py < (e+1)-N-x{S}- (|||| |||| +e||||s ” )-pf (5.27)

Konditionsbetrachtungen liefern zwar einerseits sehr niitzliche Abschiatzungen, sind
jedoch bekanntlich auch vergleichsweise grob. Simulationenergebnisse, auf deren
Wiedergabe hier verzichtet werden soll, wiesen die Giiltigkeit folgender N#dherung
nach:

pr < 2-(e+1)-N-r{S}- pr (5.29)




5.3. NEUE BESCHREIBUNG DES BMA 61

Von besonderer Bedeutung in Gleichung 5.28 ist natiirlich die Konditionszahl der
Syndrommatrix x{S}.

In den folgenden Abschnitten wird nun untersucht, inwieweit sich diese wihrend
des Ablaufs des rekursiven Berlekamp-Massey-Algorithmus (beispielhaft als eines
der wichtigsten Decodierverfahren) abschitzen 148t. Dies unter anderem auch, um
zu erkennen, welche Grofle sinnvollerweise in ein Abbruchkriterium eingehen sollte.

Die genannten Abschitzungen lassen sich insbesondere mit einer im Folgeabschnitt
vorgestellten neuen Beschreibung des Algorithmus leicht gewinnen.

5.3 Neue Beschreibung des Berlekamp-
Massey-Algorithmus

Wie schon erwéhnt, dient dieser Abschnitt einerseits zur Vorbereitung der Abschét-
zung der Konditionierung der rekursiv im Berlekamp-Massey-Algorithmus verwen-
deten Sub-Toeplitz-Systeme. Andererseits wird hier jedoch eine Art der Erlauterung
des BMA angegeben, die sowohl didaktische Vorziige gegeniiber der Masseyschen
Darstellung besitzt, als auch wichtige Eigenschaften sofort erkennen 148t.

Die Operationen im BMA werden als logische Folge erkennbar, ohne jeweils auf
umsténdliche Beweisansétze zuriickgreifen zu miissen.

Zur Orientierung sei jedoch zunéchst Masseys Beschreibung als Schieberegisterpro-
blem kurz wiedergegeben.

5.3.1 Das Schieberegisterproblem nach Massey

In Kapitel 5.2 wurde bereits der Zusammenhang zwischen Schliisselgleichung 3.3
und einem riickgekoppelten Schieberegister aufgezeigt.

Mit einem Fehlerstellenpolynom des Grades L

T(z) =1+T2' + Doz’ + ...+ [pa” (5.29)

folgt die Schliisselgleichung zu

L
i=1
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Der Grad L und damit die wahre Fehleranzahl sei zunfichst unbekannt. Nach Durch-
laufen des BMA muf} L jedoch der wahren Fehlerzahl e entsprechen, fallse < | M/2]
ist.

Das Schieberegister sei hier noch einmal zur Veranschaulichung in Bild 5.7 wieder-
gegeben.

v
n
L
n
b
n
&
A
I}

Sj Sj—L—I e SO

Abbildung 5.7: Veranschaulichung der Schliisselgleichung durch ein
Schieberegister

Gesucht wird ein Schieberegister kiirzester Linge, d.h. ein Fehlerstellenpolynom ge-
ringsten Grades L, das die Schliisselgleichung erfiillt. Daher wird im BMA sukzessi-
ve, beginnend bei Null (L = 0), die Lénge des Schieberegisters vergroflert, bis L der
wirklich vorhandenen Fehlerzahl e entspricht.

Eine Anderung der Koeffizienten T; oder zusiitzlich eine Lingenéinderung erfolgt
immer dann, wenn Gleichung 5.30 nicht erfiillt ist, oder anders ausgedriickt, wenn
die Diskrepanz

Ln
dy = Sp 4+ > _TiSni (5.31)

i=1
ungleich Null ist.

Die neuen Schieberegisterkoeffizienten ergeben sich aus den vorherigen durch eine
Addition mit einem fritheren Koeffizientensatz vor der letzten Lingendnderung. Die-
se Koeffizienten werden so weit in die von dem Schieberegister vorgegebene Richtung
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verschoben, daf} sie wieder auf dieselben Syndromstellen treffen, wie zuvor, als sie
die Diskrepanz d,, erzeugten. Entsprechend ergibt sich mit dem so verschobenen
Koeffizientensatz wieder die gleiche Diskrepanz d,,, die zur vorigen Lingenidnderung
fithrte. Die Rekursionsbeziehung des BMA fiir die Koeffizienten des Fehlerstellenpo-
lynoms in der Form

Thii(x) = Ty(z) — j—nx"mFm(x) (5.32)

m

n—m : Verschiebelinge
d, : aktuelle Diskrepanz

dy, : Diskrepanz vor der letzten Lingeninderung

zwingt die Diskrepanz zu Null.
Eine Langenénderung ist nur erforderlich, wenn d,, # 0 A 2L,, < n ist.

Der Beweis, dafl obige Rekursion das Schieberegister geringster Linge liefert, findet
sich in der Veroffentlichung von Massey [41], aus welcher ebenfalls im folgenden eine
programmaéhnliche Beschreibung des Algorithmus zitiert wird. Die dort verwendeten
Bezeichnungen wurden in die hier eingefiihrten iibersetzt (t = n — m).

1) 1-T@) 1-T(z) 1—t
0—-L 1—d, 0—n
2) IFn=M-—1,STOP. OTHERWISE COMPUTE
dy = s, + ZiLzl YiSn—i -
3) IFd,=0, THEN t+1—t GO TO 6).
4)  IF d, # 0 AND 2L > n, THEN
[(z) — dnd;'z'T,(z) — ()
t+1—1t
GO TO 6). (5.33)
5) 1F d, # 0 AND 2L < n, THEN
['(x) = T(x)
['(z) — dpd; 2!l (z) — ()
n+1—-—L—1L
T(x) = Ty(x)
d, — d,,
1 —t.
6) n-+1—nRETURN TO 2).
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Nach dieser kurzen Darstellung von Masseys Veranschaulichung der Schliisselglei-
chung wird im Folgeabschnitt eine neue Beschreibung vorgestellt, die noch um vieles
anschaulicher ist. Ein Beweis, dafl der BMA das Schieberegister geringster Lénge er-
mittelt, kann wegen dieser besonderen Anschaulichkeit, insbesondere im Fall nicht-
singuldrer Untermatrizen, vollig entfallen.

5.3.2 Neue Matrixbeschreibung

Wie die Uberschrift bereits vermuten 1i8t, wird das Schliisselgleichungssystem zu-
néchst in Matrixschreibweise angegeben.

S; ==Y TS (5.34)
=1

entspricht dem Gleichungssystem

Se Se+1 ' ' S2e ' SMfl
Se—l Se :
(1,F1,F2,...,Fe) . Se—l . . :(0,...,0),
. . Se-l—l .
SO ' ' Se—l Se ' SM—l—e

(5.35)
wobei die Matrix, wie schon mehrfach erwéhnt, eine Toeplitz-Struktur besitzt.

Es soll nun im folgenden der BMA als logische Folge aus der Matrixstruktur und
der Forderung nach dem Fehlerstellenpolynom geringst méglichen Grades hergeleitet
werden.

Der Algorithmus beginnt somit bei L = 0 unter Verwendung der kleinstmdoglichen
Submatrix

(1) - (So) = (So) =t (dp). (5.36)

Die erste auftretende Diskrepanz d! ist somit gleich Sp. Selbst wenn hier die Dis-
krepanz verschwinden sollte, ist es notig, das néichst groflere Subsystem auf seine
Giiltigkeit zu iiberpriifen.

Da das Fehlerstellenpolynom geringsten Grades gesucht wird, ist es naheliegend,
den Vektor I" durch rechtsseitiges Anfiigen einer Null zu erweitern, um das néchst
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groflere Subsystem zu untersuchen. Dies vergroflert den Grad des zugehorigen Feh-
lerstellenpolynoms nicht. Es folgt das Gleichungssystem

S1 Sy 1 It
1,0 = (dy',di"). 0.37
00 (53 = @ (53
Gesucht wird eine Losung, fiir welche die rechte Seite verschwindet. Sind di! und
d ungleich Null, so ist es zumindest méoglich, die erste Stelle zu Null zu zwingen,
wenn auch d} von Null verschieden war.

Verwendet man anstelle des Vektors (1) in Gleichung 5.36 nunmehr einen durch Null
links erweiterten Vektor (0,1) zusammen mit der 2 x 2-Matrix, so erscheint auf der
rechten Seite als erste Komponente wieder die Diskrepanz d} = Sy.

Durch Linearkombination der beiden von links bzw. rechts mit Null ergénzten Vek-
toren ist es nun moglich, die erste Komponente der rechten Seite zu Null zu zwingen:

[(1,0) — C;ié(o,n]- ( g; g‘f ) = (0,d!'") (5.38)

Ist dT = 0, so ist die Submatrix nicht singulir (det S; # 0) und eine Lingeniin-
derung, zusammen mit der Betrachtung der wiederum néchst gréfleren Submatrix,
wird notig. Auch wenn d!’’ gleich Null sein sollte, ist die Uberpriifung der nichst
grofleren Submatrix auf Singularitét unerléfilich.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl eine Lingenidnderung im Sinne des
BMA nur gegeben ist, wenn die Diskrepanz ungleich Null war, und damit die néch-
ste Operation eine Erweiterung des Losungsvektors mit Komponenten ungleich Null
bedeutet.

Nachdem die ersten Schritte des Algorithmus (und damit die Initialisierung) darge-
stellt wurden, sollen nun die Hauptoperationen, die auf der Toeplitz-Struktur beru-
hen, klar herausgestellt werden.

Mit dem bisher Gesagten ist bereits deutlich geworden, dafl das Erweitern des Lo-
sungsvektors mit Nullen von links oder rechts, zusammen mit einer Vergréflerung
der betrachteten Sub-Toeplitz-Matrix, von besonderem Interesse ist. Diese Erweite-
rungen stellen auch die zentralen Operationen dar. Im folgenden wird ihr Einfluf}
auf eine beliebige rechte Seite genauer aufgezeigt.
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Erweitern durch Anfiigen von Nullen rechts:

Erweitern des Vektors [’ durch Anfiigen von Nullen rechts, fithrt zu einer Verschie-
bung der rechten Seite um eine Stelle nach links und dem Anfiigen zweier neuer
Komponenten rechts.

Sy Sai
(1,T4,Ty,...,T)) - = (po; P1s P25+ 1) (5.39)
So S
St So(141)
(1,Ty,Ty,...,T,0) - = (1,02, s P1y Pra1s Pra2)  (5.40)
So Sty

Erweitern durch Anfiigen von Nullen links:

Erweitern des Vektors I’ durch Anfiigen von Nullen links, erhélt die rechte Seite und
fiigt lediglich eine neue Komponente rechts hinzu.

S Soy
(1,T4,Ty,...,T)) - = (po, 1, P2, P1) (5.41)
So S
Si+1 Sa(i41)
(0,1,0,Ty,...,Ty) - = (po; p1, P2, -5 p1sp11)  (5.42)
So Si41

Es wird nun die Eigenschaft genutzt, daf} ein zuvor aufgetretener Losungsvektor (vor
der letzten Lingendnderung) auf der rechten Seite ab einer gewissen Komponente
nach links nur Nullen erzeugt. Das Ergénzen mit Nullen von links bewahrt diese
rechte Seite bis auf eine neu hinzukommende Komponente rechts. Der sich hieraus
ergebende Vektor sei r,.

Der aktuelle Losungsvektor T wird nun so lange mit Nullen von rechts erweitert und
hiermit die rechte Seite des Gleichungssystems nach links geschoben, bis die erste
nicht verschwindende Komponente genau an der Stelle zu liegen kommt, die durch
die erste Komponente ungleich Null unter Verwendung von T, gegeben ist.

Die beiden Gleichungssysteme besitzen dann die Struktur

(0,...,0,1,1_‘”1,1_‘”2,...)'(') — (0;---;O;dvi;dvi+1;dvi+2;---) (543)
——
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——N—

(1,F1,F2,...,0,...,0)'(') = (0,...,O,di,di+1,di+2,...) (544)

Mit einer Linearkombination beider Losungsvektoren zwingt man die erste nichtver-
schwindende Komponente d; zu Null. Der neue Losungsvektor folgt hiermit zu

d;
dvi
=dn/dm

[:= (1,I1,[s,...,0,...,0) — (0,...,0,1,T;,Tyo,...) (5.45)

Diese Beziehung entspricht der oben angegebenen Rekursion 5.32.

Die erste nicht verschwindende Komponente der rechten Seite des Gleichungssy-
stems vor der letzten Lingendnderung gleicht einer ‘Marke’, die durch rechtsseitiges
Anfiigen von Nullen an den aktuellen Losungsvektor erreicht werden mufl. Was bei
der neuen Beschreibung als Lingenénderung im Sinne des BMA anzusehen ist und
warum es sinnvoll (bzw. zwingend) ist, den Vektor vor der letzten Lingenénderung
zu verwenden, wird in den ‘Bemerkungen’ am Ende dieses Abschnitts erldutert.

Zwei Beispiele? seien zur Veranschaulichung herangezogen. Das erste Beispiel konnte
auch als Einfiihrung dienen, da hier die grundlegende Vorgehensweise des BMA gut
ersichtlich ist. Beispiel 2 behandelt den speziellen Fall singulérer Untermatrizen.
Man erkennt dort, dafl es notig sein kann, die Syndrommatrix noch um unbekannte
Komponenten zu erweitern, um den Algorithmus fortzufiihren. Diese werden jedoch
bei nachfolgenden Schritten nicht mehr verwendet.

Beiden Beispielen liegt eine ungerade Anzahl von Syndromelementen zugrunde. Der
Leser wird jedoch feststellen, dafi die letzte Syndromkomponente eigentlich nicht
ben6tigt wird. Sie kann lediglich einer zusétzlichen Kontrolle dienen, ob alle Fehler
gefunden wurden.

Die Beispiele lassen auch erkennen, dafl eine Lingeninderung im Sinne des BMA
nur erfolgt, wenn d,, # 0 A 2L, < n.

2Den Beispielen liegt die umgekehrte Definition der DFT, verglichen mit derjenigen in Kapitel
2.2, zugrunde.
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Beispiel 1

GF(7), primitives Element: 5, Syndromlénge: 5

Fehlervektor: (1,0,0,0,1,0)
Syndrom: (5,2,4,5,2)

45 2
(1,C1,C) | 2 4 5 | = (0,0,0)
5 2 4

(1,0) — 2(0,1) = (1,1)

W
ot
o

(1,1,0)

SN
OIS
= o
I
—~
o
o
o
N—r

(1,1,3)

)
W

(1,1,3) — #(0,1,1) = (1,2,4)

2 4 5 | =(0,0,0)

~ ~/ ~/
Ot N =~
ot
ot N
Il
—
\.D
—_
Ot
N—

Cz) =1+ 2w + 422
Fehlerstellen: 0 and 4

C°) = 1+2+4=0
C(5"Y = 1+2:24+4-4=0
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Beispiel 2

GF(11), primitives Element: 6, Syndromlénge: 7

Fehlervektor: (1,0,1,0,4,0,0,0,0,0)

Syndrom: (5,8,4,7,4,5,8)

(1: Cl; CQ) 03)

(1,5,0,10)

Tt 00O =

(1,1,2,10)

Tt G0 = =

0 = ~ =

0 = ~J =

B =T R ot

AP TN

~ &~ Ot Co

- B~ ot o

~ & Ot 0o

(1,0) — %(0:1) = (1,5)

(1,5,0,0) — %(0,0,0,1) = (1,5,0,10)

= (0,9,10,4)

(1,5,0,10) — 2(0,1,5,0) = (1,1,2,10)

= (0,0,8,3)
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4 5 8 ? ?
745 8 7
(1,1,2,10,0) [ 4 7 4 5 8 | = (0,8,3,7,7)
8 4 7 45
58 4 7 4
(1,1,2,10,0) — £(0,0,1,5,0) = (1,1,7,2,0)
4 5 8 7 7
745 8 7
(1,1,7,2,0) | 4 7 4 5 8 | = (0,0,0,7,7)
8 4 7 45
58 4 7 4
745 8
4 7 45
1,1,7,2 -
(7 777 ) 8 4 7 4 (0707070)
5 8 4 7

C(z) = 1+z+ 72* + 22°
Fehlerstellen: 0, 2 and 4

cE’y = C(1) =0
C(6?) CB3)=0
c6Yy = CO) =0

Nach diesen Beispielen seien noch einige Bemerkungen zum tieferen Verstindnis der
neuen Beschreibung des BMA angefiigt.

Bemerkungen

1.) Zur Léingendinderung im Sinne des BMA

Eine Léngenéinderung (des zugehorigen Schieberegisters) im Sinne des BMA ist nicht
schon durch das bloe rechtsseitige Nullanfiigen zum Uberpriifen der néchsten Dis-
krepanz gegeben, sondern erst, wenn diese Diskrepanz ungleich Null war, und sich
eine Operation zur Anderung des Lésungsvektors anschlieBt. Aber selbst eine Ande-
rungsoperation mufl nicht zwangsldufig auch immer eine Lingenénderung mit sich
bringen. Dies ist deutlich an Beispiel 2 zu erkennen, als unbekannte Matrixelemente
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eingefithrt wurden, und trotz Anderungsoperation der Grad des zugehérigen Feh-
lerstellenpolynoms gleich blieb. Die hier eliminierte Diskrepanz war jedoch hier ei-
gentlich auch diejenige an zweitletzter Stelle des vormaligen 4 x 4-Systems. Eine
Langendnderung wird immer erforderlich, wenn nur noch die rechte Komponente
der rechten Seite ungleich Null ist, denn mit hier drei wihlbaren Komponenten
des Losungsvektors (neben der ‘17 an erster Stelle) ist es zumindest mdglich, drei
Komponenten der rechten Seite zu Null zu zwingen (im singuldren Fall alle). Das
Erweitern mit einer zusétzlichen Null rechts und das Einfiihren von unbekannten
Matrix-Koeffizienten war nur zur konsequenten Weiterentwicklung nach der neuen
Beschreibung nétig. Als Gegenbeispiel fiir eine notige Lingendnderung ohne Gra-
derhohung ist in Anhang A.4 das Originalbeipiel von Massey, zusammen mit der
neuen Beschreibung wiedergegeben. Hier wird im letzten Schritt eine Langenénde-
rung durchgefiihrt, da im Falle des vorherigen 3 x 3-Systems die rechte Seite bis auf
die rechte Komponente bereits zu Null gezwungen war.

Man erkennt, dafl es bei der neuen Beschreibung unter Umstéinden etwas schwie-
riger sein kann, Lingendnderungen zu erkennen. Zum Ermitteln des Fehlerstellen-
polynoms eines korrigierbaren Fehlermusters ist dies aber auch nicht von so grofier
Bedeutung, da nach Durchlauf des BMA auf jeden Fall das Polynom geringsten Gra-
des gefunden wird, das der Syndromfolge und damit der Toeplitz-Matrix entspricht;
durch die Nullstellen sind dann auch die Fehlerstellen bestimmt. Auf jeden Fall sind
Langendnderungen durch Priifen der Bedingung d, # 0 A 2L, < n festzustellen,
sollte man etwas unsicher sein.

Im Fall nichtsinguldren Untermatrizen ist es jedoch besonders einfach, anzugeben,
ob eine Lingendnderung eingetreten ist. Sobald nur noch die rechte Komponente der
rechten Seite ungleich Null ist, folgt zwangsldufig eine Vergroflerung der Linge. Hier
ist die Léngendnderung auch direkt an der Lénge des Losungsvektors abzulesen.

2.) Zur Findeutigkeit des zugehdrigen Schieberegisters bei Vorgabe einer bestimmten
Folgenldnge

Eindeutig ist der Losungsvektor immer dann, wenn maximal nur noch eine Kom-
ponente rechts ungleich Null verbleibt. Im nichtsingulédren Fall ist dann nach obiger
Bemerkung eine Lingendnderung erforderlich.

Nach Massey ergibt sich ein eindeutiges Riickkoppelpolynom des Schieberegisters
dann, wenn
2L, <n.

3.) Verwendung des Vektors ‘vor der letzten Lingendnderung’
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Bei Betrachtung der neuen Beschreibung wird klar, daf zur Anderung des Losungs-
vektors nur die Verwendung desjenigen Vektors ‘vor der letzten Lingeninderung’ in
Betracht kommt. Das Anfiigen mit Nullen rechts bewirkt ein Verschieben der rechten
Seite nach links. Der Vektor vor der letzten Lingenéinderung bildet als rechte Seite
die erste erreichbare ‘Marke’, d.h. die am weitesten rechts liegende erste Komponente
ungleich Null. Bei Verwendung weiter zuriickliegender Zwischenergebnisse, ldge die-
se ‘Marke’ weiter links, was die Notwendigkeit mit sich bréichte, die rechte Seite der
aktuellen Losung weiter nach links zu schieben. Dies wiederum bedeutete weiteres
rechtsseitiges Null-Anfiigen am aktuellen Losungsvektor und entsprechendes links-
seitiges Null-Anfiigen am gewéhlten vormaligen Vektor. Nach Linearkombination
der beiden Vektoren wiirde dies i.a. zu einem héheren Grad des, dem Ergebnisvektor
entsprechenden, Polynoms fiihren. Gemafl der Forderung nach dem Fehlerstellenpo-
lynom geringsten Grades, ist dies jedoch nicht zuléssig.

Ein formaler Beweis, dafl die Verwendung des Vektors ‘vor der letzten Lingenéinde-
rung’ zum Schieberegister geringster Linge und zum Fehlerstellenpolynom gering-
sten Grades fiihrt, findet sich in dem Aufsatz von Massey.

4.) Der BMA fiihrt auf das Schieberegister geringster Linge

Sind alle Sub-Toeplitz-Matrizen bis zum Erreichen der, zur gesuchten Endlénge des
Vektors passenden, Untermatrix nichtsingulér (was spéter fiir komplexe Koeffizien-
ten vorausgesetzt wird), so wird aus der neuen Beschreibung sofort ersichtlich, daf
der BMA den Losungsvektor geringster Linge liefert. Diese stimmt (nach den Line-
arkombinationsoperationen) in diesem Fall mit der Lénge des zugehorigen Schiebe-
registers iiberein. In Bemerkung 1 wurde bereits ausgefiihrt, dafy eine Langenénde-
rung nur erfolgt, wenn nur noch eine Komponente der rechten Seite ungleich Null
verbleibt. Eine grofiere Anzahl von Nullstellen ist auch bei gegebener Léinge nicht
moglich. Die Lénge des Losungsvektors wird schrittweise auch nur um Eins erhoht.
Ist die Endlosung gefunden (Erreichen des ersten singuliren Subsystems), so wer-
den lediglich zur Uberpriifung der néichsten Diskrepanzen noch Nullen rechts an den
Losungsvektor angefiigt, die aber, wie bereits bemerkt, keine Lingenéinderung mehr
fiir das zugehorige Schieberegister bedeuten.

Sukzessive wird somit im BMA jede Vektorldnge (Schieberegisterlinge) erprobt, bis
die Losung gefunden ist. Bei jedem Schritt wird versucht, auf der rechten Seite ei-
ne Maximalanzahl von Nullen zu generieren. Damit ist fiir den nichtsingulidren Fall
bewiesen, dafy das Schieberegister geringster Linge gefunden wird.

Sind Untermatrizen singulédr, auch wenn sie noch nicht die Losung des Gesamtsy-
stems liefern, so ist zumindest aus der Beschreibung zu erkennen, dafl nach Erreichen
des singulidren Subsystems zunéchst nur Nullen von rechts an den Losungsvektor an-
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gefiigt werden, was vorerst keine Lingeninderung (des Schieberegisters) bedeutet.
Weiterhin wird nach Uberwinden einer Singularitiit, mit Erreichen der neuen Liinge,
wieder eine rechte Seite erzeugt, bei welcher nur maximal die rechte Komponente
ungleich Null ist. (Dies 148t sich leicht aus etwas gréfieren Beispielen ersehen.) Ab
dieser Stelle gilt dann wieder die Argumentation des nichtsinguléren Falles.

Daf} die Grofle des bei Singularitéiten auftretenden Léngensprungs grundsétzlich zum
Schieberegister geringster Lénge fiihrt, ist jedoch wohl leichter Masseys formalem
Beweis zu entnehmen.

Bei der hier vorgestellten Beschreibung folgt die Lingenéinderung zwangsweise aus
der Struktur des Algorithmus.

5.) Zur Initialisierung des BMA

Betrachtet man Masseys Darstellung etwas genauer, so stellt man einen geringfiigi-
gen Unterschied in den ersten Operationen zu der hier eingefiihrten Beschreibung
fest. Zur Erlduterung sei daher der Anfang des ersten Beispiels noch einmal — Mas-
seys Aufsatz folgend — wiedergegeben:

[(z)=1 t=1
Dy(z)=1 L=0

(1,0) = 2(0,1) = (1,2) (+)

(1,2) — 2(0,1) = (1,1)
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Vergleicht man beide Darstellungsformen, so erkennt man, dafi die Operation ()
eigentlich vollig unnotig ist. Andererseits hat dies jedoch den Vorteil, daf§ L immer
die Linge des zugehorigen Schieberegisters liefert, was nicht mehr der Fall wire,
wenn der Schritt wie folgt ausgeblendet wiirde:

5) IF d #0 AND 2L < N, THEN
C(D) —T(D)
IF N # 0 THEN C(D) — db~'D*B(D) — C(D)
N+1-L—1L
T(D) — B(D)
d—b
1— .

Um die Anschaulichkeit der neuen Beschreibung noch einmal aufzuzeigen, wird im
folgenden noch der Fall der Ausldschungs- und Fehlerkorrektur behandelt (siehe
hierzu [6]). Ausloschungen kénnen bei der Decodierung als Fehler an bekannter Stelle
gesehen werden. Analog zum Fehlerstellenpolynom wird ein Ausléschungspolynom

Az) = ] (= =27, (5.46)
iclb

definiert, wobei IE die Indexmenge der Ausfallstellen bezeichnet (|IE| = ag).

Mit der neuen Beschreibung ist leicht ersichtlich, da} der Algorithmus nun mit dem
Sub-Gleichungssystem

SaE SQG,E

(1,A1,A2,...,AaE)' = (pfbpl;p?;---;paE) (547)
SU SaE

beginnt. D.h. der Vektor T wird mit A initialisiert. Es folgt dann das Erweitern des
Losungsvektors mit Null von rechts (— I'(z)) und von links (— T',(x)) und so fort.
Die Nullstellen des Ausléschungspolynoms A(x) bleiben dabei erhalten, wenn man
den BMA damit initialisiert. Bei der Initialisierung geht A(z) sowohl in I'(z) als auch
in I, (z) ein, woraus folgt, dafl A(x) als gemeinsamer Faktor bei Linearkombinationen
der beiden Polynome nicht verédndert wird.
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Die erste nutzbare Diskrepanz in obigem Gleichungssystem ist py. Die Syndrom-

lange, die zur Bestimmung der restlichen Fehler verbleibt, ist damit M — ag. Die
M—ap
2

Anzahl noch korrigierbarer Fehler ist dann, wie bekannt, [ J Die Verkiirzung
des nutzbaren Syndroms ist hier sofort erkennbar, was sonst einer Herleitung durch

Faltung bedurfte (wie z.B. in der zuvor zitierten Literaturstelle).

Im n#chsten Abschnitt dient die neue Beschreibung der Abschéitzung der Konditio-
nierung der Sub-Syndrommatrizen im BMA.

5.4 Abschiatzung der Konditionierung der rekur-
siv im BMA auftretenden Sub-Systeme

In Abschnitt 5.2 wurde klar, daf} fiir die Konditionierung der gesamten Decodierung
die Konditionszahl der Syndrommatrix als wesentlich bestimmende Grofle eingeht.

Exemplarisch werden im folgenden die rekursiv im BMA auftretenden Sub-Toeplitz-
Matrizen untersucht. Der BMA wurde einerseits deshalb gewihlt, weil er einen der
wichtigsten Decodieralgorithmen darstellt, andererseits, weil Konditionsbetrachtun-
gen hierfiir noch nicht durchgefiihrt wurden. Dies liegt z.T. einfach in der Tatsa-
che begriindet, daff der BMA bislang nur fiir Probleme in endlichen Zahlenkorpern
eingesetzt wurde. Andererseits ist die im vorigen Abschnitt eingefiihrte neue Be-
schreibung des BMA von grundlegender Bedeutung fiir die Konditionsabschétzun-
gen. Fiir Toeplitz-Algorithmen, die insbesondere in der digitalen Signalverarbeitung
Anwendung finden, wie z.B. dem Levinson-Durbin-Algorithmus (siehe Abschnitt
7.1), dessen Struktur um einiges {ibersichtlicher ist, finden sich Betrachtungen zur
Konditionierung bereits in der Literatur (z.B. [16]).

Die hier gemachten Aussagen beschrianken sich nicht nur auf die Anwendung bei ana-
logen Codes, sie gelten vielmehr fiir jede reelle oder komplexe Toeplitz-Problematik.

Von besonderem Interesse ist die (nach Wissen des Autors) erstmals erkannte Ei-
genschaft des BMA, die betrachteten Sub-Toeplitz-Matrizen durch eine sogenann-
te triangular ‘square root’-factorization (nach [16], deutscher Begriff dem Verfasser
nicht bekannt) zu zerlegen. Hiermit wird ersichtlich, da§ rekursive Zwischenergeb-
nisse keineswegs nutzlos sind, wie so oft angenommen.
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Um den BMA auf komplexe Toeplitz-Systeme anwenden zu koénnen, muf lediglich
eine geringfiigige Anderung vorgenommen werden: die Abfrage auf Diskrepanz gleich
Null in 5.33 muf§ durch eine Schwellabfrage gemaf

IF |d,| < ds, THEN

ersetzt werden. Wie zunéichst vielleicht anschaulich naheliegend, besteht ein enger
Zusammenhang zwischen dieser Abfrage bzw. der dort untersuchten Diskrepanz und
der Konditionierung der Sub-Toeplitz-Matrix. Dies wird am Ende dieses Abschnitts
noch klarer ersichtlich.

Nimmt man nun an, |d,| sei grundsétzlich grofier als dg, so beschreibt der BMA
einen regelméfBigen Ablauf, wobei die Schritte 4) und 5) in 5.33 jeweils im Wechsel
durchlaufen werden. Es wird somit im folgenden der Fall betrachtet, dafl die Abfrage
nach der Diskrepanz génzlich entféllt.

Bei Durchsicht der Beispiele im vorigen Abschnitt erkennt man, dafl vor einer
Langenénderung, die nun nach jedem zweiten Durchlauf — jedem geradzahligen —
erfolgt, das betrachtete Sub-Toeplitz-System folgende Form aufweist:

Sy Soy
(1,F1,F2,...,F1) = (0,...,0,d2[) (548)
So S
1 dy;
SQZ Sl Fl 0
= _ = , , (5.49)
NS W 0

wobei dy; die Diskrepanz vor einer Léngendnderung bezeichnet, und der Vektor
(1,Ty,...,T) aus den entsprechenden Koeffizienten des Fehlerstellenpolynoms be-
steht. Sind I'; j, j = 1,...,4 die zu dy; zugehdrigen Komponenten des Fehlerstellen-
vektors, so folgt hieraus (L kennzeichnet die gerade erreichte Lénge)

1 0 0 O dor,
s .|t ] S I (5.50)
: 0 0 0 dy
I'nr T 1 0 0 0 d

N )
~~
:;EL
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1 I'pa I'ir do, 0 0 O
0 1 :
.S, = 0 0 (5.51)
o o0 - : dy O
0 O 0 1 - do
—1f
do, 0 0 0
0 .0 0
=175, = 5.52
L 2Ly 0 0 d 0 ( )
0 0 0 dy
Es ergibt sich die schon angesprochene triangular ‘square root’-factorization
S;' =T D;'T] oder Sp = ([7)7'D;Iy! (5.53)
1 0 0 O I I'py 'z
I 1 0 0 0 1 :
0 o o . :
Irr Trooara 1 0 O 0 1
do,y 0 0 O 1/ds, 0 0 0
0 0 dy O 0 0 1/dy 0
0 0 0 dy 0 0 0 1/do

In diese gehen somit die rekursiv auftretenden Zwischenl6sungen des Fehlerstellen-

vektors mit den zugehorigen Diskrepanzen ein.

Mit Hilfe der Faktorisierung kann man leicht Grenzen fiir || S7' ||o, || Sz ||co und
die Konditionszahl k{S;} angeben. Betrachtet man die erste Zeile von S;' und die

letzte Zeile von S;, so erhélt man

|da |
| St llse > |do]

IS2" Moo > (14 [Tpal+ -+ [Trl)

(5.56)

(5.57)
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d d
w81} > L g4y, > D (5.59)
(253 (253
Eine Obergrenze liefert
7 max |dy|
p{Sr} < w{Lppe{l}———— (5.59)

min ‘dgl‘ .

Zwischenergebnisse im BMA ermoglichen es also, sofort Aussagen iiber die Konditi-
onszahl der zugrundeliegenden Sub-Matrix zu machen. Insbesondere bestitigt sich,
daf} die Diskrepanz dabei von entscheidender Bedeutung ist.

Interessant ist, dal auch andere Algorithmen, wie Levinson-Durbin-Algorithmus
(siehe [16]) und Cholesky-Verfahren, auf &hnliche Faktorisierungen fiihren.

Bemerkungen

Zum Schlufl des Kapitels sei noch einmal betont, dafl die hier untersuchten analogen
RS-Codes bzw. deren Korrektureigenschaften auf (analogen) Hamming—, nicht etwa
auf Euklidschen Distanzen beruhen.

Es wurden hier keine Rechenungenauigkeiten einbezogen. Die Betrachtungen wurden
vorerst auf den Einflufl von zusétzlich iiberlagertem Hintergrundrauschen bei den
Empfangssymbolen beschrinkt.

Rechengenauigkeitseffekte werden im Folgekapitel untersucht.



Kapitel 6

Einflufl der Rechenungenauigkeit
beim BMA

Dieses Kapitel vermittelt einen Eindruck, wie stark sich Rechenungenauigkeiten,
hervorgerufen durch Darstellung der Operanden mit einer endlichen Stellenzahl, bei
der Ermittlung der Fehlerstellen auswirken. Die Untersuchung erfolgt am Beispiel
des BMA. Es sollen dabei insbesondere die Parameter herausgestellt werden, die als
bestimmende Groflen fiir die Fortpflanzung von Rechenungenauigkeiten zu sehen
sind.

Die Fehlereinfliisse bei Fest- oder Gleitkomma-Arithmetik lassen sich wie folgt mo-
dellieren (siehe z.B. [21] und [16]):

Festkomma-Arithmetik (fized point — gekennzeichnet durch fx):

fx(a+b) = a+b (6.1)
fx(a-b) = a-b+py, (6.2)
fx(a/b) = a/b+ vy,

Gleitkomma-Arithmetik (floating point — gekennzeichnet durch fl):

flla+b) = (a+b)(1+op) (6.4)
ﬂ(a-b) = (a-b)(l—l—ufl)
fi{a/b) = (a/b)(1+vp). (6.6)

Zur Untersuchung des BMA ist es zunéchst notig, die Rekursionsvorschriften in
einer komprimierten Form wiederzugeben. Diese ergibt sich unter der Voraussetzung,
daf} die Diskrepanz d; grundsétzlich ungleich Null sei und mit Unterdriickung der

79
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ersten Anderung des Fehlerstellenpolynoms, die sich in Abschnitt 5.3.2 ohnehin als
iiberfliissig erwies, zu:

[3/2]
j=0,1,2,... dj = S;+ > T 14Sjk (6.7)
k=1
. d;
] = 1, 3, 5, Ca F]l == ijli - —Fj,g i—1 (68)
) ) d]il )
. d;
] = 2, 4, 6, Ca F]l == ijli - —Fj,g i—2 - (69)
) ) d‘]72 )

Bezeichnet man mit dj respektive fj,i die mit Rechenungenauigkeiten behafteten
Groflen und die entsprechenden Rechenfehler mit 6; bzw. ¢;;, so folgt

dj = dj + 5j (610)
fj,i = Fj,i + gj,i . (611)

Die Rekursionen fiir die fehlerbehafteten Grofien kénnen dann wie folgt aufgeschrie-
ben werden:

~ /21
k=1
i i d |
L = Tjo,— J—ijlifl +&i, j=2n-1 (6.13)
-1
fj,i = qu,z’ - d—jf‘j73,i72 + fj,z’; J=2n, n=12,..., (6-14)
j—2

wobei (; und §;; die jeweils hinzukommenden Rechenungenauigkeiten kennzeichnen.

Hieraus folgen sofort Beziehungen fiir die Fehlerfortpflanzung

[7/2]
0 = > G1kSikt( (6.15)
k=1
d; 0; d;
Sj, Sj—1, dj,lgj 2,i-1 (djl 20 i 1+ &, (6.16)
d; 0; d;
i = S—ti— Smsi-2 — | 5o — 02 | Tjs- i, (617
g]s g] 15 dJ_QgJ 37 2 (d]_Q d?_Q ] 2 ] 3; 2+€]5 ( )

wobei wieder in Gleichung 6.16: j = 2n — 1 und in 6.17: 7 = 2n ist.
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Man gelangt zu den letzten beiden Beziehungen iiber eine Taylor-Entwicklung, wenn
man Fehlerterme zweiter und hoherer Ordnung vernachlissigt.

Bestimmende Parameter sind sicherlich d;_; in Gleichung 6.16 bzw. d;_, in Glei-
chung 6.17 im Verhéltnis zu d;, I'j_s;_1 bzw. d;, I'j_3,_2. Dies bedeutet, je gerin-
ger der Betrag der Diskrepanz vor der letzten Langeninderung, um so stirker die
Fortpflanzung von Rechenfehlern. Es sei darauf hingewiesen, dafl diese Diskrepanz
ebenfalls bestimmend fiir die Konditionierung des jeweiligen Sub-Systems ist (siehe
Gleichung 5.58). Oft wird der Rechenfehler im Losungsvektor wieder auf die rech-
te Seite umgerechnet. Da dies hier jedoch keine neuen Erkenntnisse liefert, werden
entsprechende Rekursionen bei Bezug auf die rechte Seite an dieser Stelle nicht wie-
dergegeben.

Es werden nun im folgenden einige Simulationsergebnisse behandelt, die den Einflufl
der Zahlendarstellung auf den Anteil der korrigierbaren (auffindbaren) Fehlermuster
aufzeigen. Dabei wurde vorausgesetzt, dafl kein Hintergrundrauschen vorhanden ist,
um die Auswirkung von Rechenungenauigkeiten unabhéngig von anderen Effekten
untersuchen zu kénnen. Uberlegungen zur Konditionierung waren ja bereits Inhalt
des vorigen Kapitels. Die Simulationen gehen von Gleitkommaarithmetik aus, und
zeigen Abhangigkeiten von Mantissenldnge und darstellbarem Zahlenbereich. Der
darstellbare Zahlenbereich wird dabei wie folgt festgelegt:

107" < X < 10", (6.18)

Jeder Punkt in den beiden nachstehenden Diagrammen kennzeichnet die Mittelung
aus 100 Einzelsimulationen (100 verschiedene Codeworte mit jeweils verschiedenen
Fehlermustern). Es wurde der ‘worst case’ mit e = | M/2]| zugrundegelegt.

Aus den beiden Darstellungen ist zu ersehen, dafl mit zunehmender Codewortléinge
und Verringerung der Rate R = M /N die Anforderungen an die Rechengenauigkeit
und an die Grofle des darstellbaren Zahlenbereichs steigen. Aus Bild 6.2 folgt, dafl der
erforderliche Zahlenbereich bei allen vier gezeigten Beispielen nicht sehr grof§ ist, was
dafiir spricht, daf§ die Verwendung von Gleitkommaarithmetik nicht zwingend ist.
Hingegen ist die bendtigte Mantissenstellenzahl geméfl Bild 6.1 bei Codewortléngen
iiber 40 nicht zu unterschéitzen. Dennoch diirfte sogar im Falle N = 100, R = 0,8
eine Festkommadarstellung mit 32 Bit bei geeigneter Normierung noch geniigen. Ge-
naue Aussagen sind jedoch nur bei gegebener Implementierung moglich. (Dabei sind
dann z.B. Fragestellungen von Bedeutung, ob Abschneiden oder Runden giinstigere
Ergebnisse liefert und Ahnliches.)

1 di+s g N1 1 (. N1 _%ion) o 4 6 _ _di ¢
1t 1 (d; +6])dj7_1 —1+§j._1 ~ (d; +6])dj71 1 45 ) oo + T d]g_l(sj—l
J
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Abbildung 6.1: Der Anteil korrigierbarer Fehlermuster in Abhéngig-
keit der Mantissenldnge
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Zusammenfassend seien die Einflufaktoren wie folgt gekennzeichnet: je grofler die in
die Decodierung eingehenden Gleichungssysteme bzw. Matrizen (DFT-Matrix und
Toeplitz-Matrix), um so groer sind die Anforderungen an die Arithmetik. Die Léinge
der DF'T entspricht der Codewortlinge und die Anzahl der Priifstellen spiegelt sich
in der Grofe des Toeplitz-Schliisselgleichungssystems wieder.

Nach diesem kurzen Kapitel, das sich wiederum mit dem BMA beschiftigte, schliefit
sich nun ein Kapitel an, das noch etwas auf zwei weitere Algorithmen fiir Toeplitz-
Systeme eingeht.



Kapitel 7

Zwei weitere Moglichkeiten zur
Losung von Toeplitz-Systemen

In diesem Kapitel werden ergéinzend zwei weitere Algorithmen zur Losung des
Schliisselgleichungssystems angegeben. Zum einen wird der bereits erwidhnte Le-
vinson-Durbin-Algorithmus zur Losung von Toeplitz-Systemen erldautert und eine
Erweiterung vorgestellt, die es ermoglicht, neben der Lésung eines Toeplitz-Systems,
auch die Inverse der Koeffizientenmatrix mit geringem Aufwand zu bestimmen. Zum
anderen wird ein interessanter Zusammenhang zwischen Toeplitz-Problem und dem
in der Echokompensation verwendeten LMS-Algorithmus (Least Mean Square, auch
Gradientenverfahren genannt) aufgezeigt.

7.1 Eine Erweiterung des
Levinson-Durbin-Algorithmus

Der Levinson-Durbin-Algorithmus, im folgenden mit LDA bezeichnet, wird bevor-
zugt im Bereich der digitalen Signalverarbeitung, wie z.B. der linearen Pradiktion,
eingesetzt.

Er ist allerdings nicht universell zur Losung jeglicher Toeplitz-Gleichungssysteme
geeignet. Eine Tatsache, die leider in der Literatur oft unerwéhnt bleibt. Der Algo-
rithmus versagt, wenn Untermatrizen singulér sind.

Es ist auch keineswegs richtig, wie in [5] behauptet wird, dafi der LDA nur fiir (zur
Hauptdiagonalen) symmetrische oder Hermitesche Toeplitz-Systeme anwendbar sei.
Es existiert lediglich eine Spezialisierung hierfiir. (z.B. in [45]).

84
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Zunéchst wird im folgenden der LDA in seiner urspriinglichen Form fiir nicht zwangslaufig
symmetrische Toeplitz-Matrizen erldutert. Hieran schliefit sich die Darstellung der
vom Verfasser vorgeschlagenen Erweiterung zur Inversion einer Toeplitz-Matrix an.

Der LDA wurde 1947, kurz nach den Arbeiten von Wiener, in [36] als Verfahren zur
Losung von Problemen der diskreten ‘Least-Squares’-Schitzung vorgestellt. Spéter
wurde der Algorithmus von Durbin ‘wiederentdeckt’ und spezialisiert ([20]).

Die diskrete ‘Least-Squares’-Pridiktion fiihrt auf ein Gleichungssystem der Form

Ry R - - Rn
R.. Ry
(1, Aty s Am) CTe e e = (R ,0,...,0), (7.1
: Ry
R, - - R, Ry
- —~ ,

—=m

welches unter dem Namen Yule- Walker-Gleichungen' bekannt geworden ist (siehe
hierzu [45], [34] oder [51]). R. bezeichnet den mittleren quadratischen Fehler. Die
Koeffizientenmatrix weist ebenso, wie die Syndrommatrix, eine Toeplitz-Struktur
auf. Zusétzlich handelt es sich um eine Hermitesche Matrix. Diese Eigenschaft wird
jedoch im folgenden nicht verwendet.

Im Gegensatz zum BMA erweitert der LDA rekursiv die betrachteten Sub-Matrizen
in Hauptdiagonalenrichtung. Der BMA startet bei dem Koeffizienten links unten —
rechts oben wére genauso moglich gewesen —, der LDA beginnt hingegen mit dem
Gleichungssystem

(1) (Ro) = (Rg) = (Rp). (7.2)

Ebenso wie beim BMA ergénzt man naheliegenderweise die Losungsvektoren mit
Nullen, wenn das n#chst groflere Sub-System untersucht wird. Hiermit sei schon
angedeutet, daf} hier nicht nur ein, sondern zwei Losungsvektoren rekursiv variiert
werden, was die Parallelverarbeitung von zwei Gleichungssystemen bedeutet.

Erweitert man Gleichungssystem 7.1 durch rechtsseitiges Anfiigen einer Null, so
erhélt man

(L A, Amms 0) (Byr) = (RL,.0,...,0, 0 ) (7.3)

Im Falle o, = Ripg1 + 2%y ApiRm—it1 = 0 hat man bereits die Losung des erwei-
terten Systems gefunden.

'Im Falle mehrkanaliger Pridiktion bezeichnen die R; Autokorrelationsmatrizen.
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Sollte diese ‘Diskrepanz’ ungleich Null sein, so verwendet man ein Hilfs-Gleichungs-
system in der Form

(07 Bm,ma ey Bm,la 1) (Em+1) = (ﬁma Oa RN 07 R:n) 3 (74)

das ebenso rekursiv ermittelt wird, wie das System mit dem zuvor verwendeten
Losungsvektor A.

Durch gewichtete Linearkombination der beiden Losungsvektoren eliminiert man die
Diskrepanzen «,, und f,,. Man erhilt durch diese gewichtete Summation

(L Amp + KB, .-, K2) (R) = (Rb, + K55, 0...., 0,00 + KO RS,) . (T.5)

Wihlt man
Kp = —am (R) 7 (7.6)
so ergibt
(1, Amsras s Amgrmit) = (L Ama, oy Apmy 0)+ K (0, By - - -, By 1) (7.7)
die Losung des erweiterten Gleichungssystems.

Fiir den zweiten Losungsvektor folgt mit

-1

K =~ (R,) (7.8)
(Berl,erla T Bm+1,17 1) = (0; Bm,m; R Bm,l; 1) + Kgl (1; Am,l; s 7Am,m; 0) :
(7.9)
Rl und R’ gehorchen dann den Rekursionen
Rin-l—l = an - O‘mﬁm (er)il (710)
-1
Ry, = R, —omnbn(R,) (7.11)

Zusammen mit der Initialisierung des LDA in Gleichung 7.2 folgt hieraus sofort
R =R . (7.12)
Nachdem der LDA in seinen Grundziigen (in Anlehnung an [34]) erldutert ist, wird

nun im folgenden der Zusammenhang zu Schliisselgleichungssystem und Fehlerstel-
lenpolynom erdrtert.
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Das Fehlerstellenpolynom wurde in Definition 3.1 wie folgt eingefiihrt:

Tx) = J[(x —2") =To+Tw+...4+ g+ 12°. (7.13)
icll

Auf den niedrigsten Koeffizienten normiert, liele sich I'(x) auch als

N(z)= [ (1 —=22) =1+4Tww+... 4Ty + T2 (7.14)
ielF

definieren. Es wird hier absichtlich keine neue Bezeichnung eingefiihrt, da fiir das
Fehlerstellenpolynom nur die Nullstellen, nicht die Normierung, von Bedeutung sind.

Der Schliisselgleichung

=0
i=1

entspricht unter der Annahme ungeradzahliger Priifstellenzahl M = 2E + 1 und fiir
e = E das Gleichungssystem

SE SE.|_1 ‘ : SQE
Sg-1 Sg
(1701702:---7CE) . . :(0,0,...,0), (717)
: : SE+1
So . - Sgp1 Sk

welches in der Struktur den Yule-Walker-Gleichungen 7.1 entspricht.

Es wird im folgenden vorausgesetzt, alle betrachteten Untermatrizen seien nicht-
singuldr. Dies bedeutet insbesondere auch, dafl die Komponente Sg ungleich Null
ist.

Die Initialisierung des Algorithmus erfolgt mit
(1) - (Sp) = (R}) = Rf =Sk (7.18)

bzw.

(1) (Sp) = (Ry) = Ry =Ry =Sk, (7.19)

wobei ohnehin B! = R gilt.
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Bei nichtverschwindenden Diskrepanzen verlangert der LDA nun sukzessive die Losungs-
vektoren, was einem Inkrement des Grades des Fehlerstellenpolynoms entspricht. In
dieser Hinsicht besteht eine gewisse Ahnlichkeit zum BMA.

Interessant ist, dal der LDA bei ungeradzahliger Priifstellenzahl beide oben angege-
benen Darstellungsformen des Fehlerstellenpolynoms liefert. Es gelten die Entspre-
chungen:

(]-;AE,la---;AE,E—laAE,E) — F(l‘) gemaﬁ 7.14 (720)
(BE,E;BE,E—la---;BE,lal) — F(l‘) gemaﬁ 7.13. (721)

Bislang wurde eine ungeradzahlige Syndromstellenzahl vorausgesetzt, was jedoch
nicht notwendig ist, wie sogleich gezeigt wird.

Bei geradzahliger Syndromstellenzahl (Sp, ..., Syp_1) ist das Element Syp unbe-
kannt. Dieses geht jedoch in die Berechnung von ap_; ein, was dazu fiihrt, dafl
die Ag; nicht definiert sind. Zur Ermittlung der Koeffizienten Bp; wird Kg_l =

-1
—BE_1 (RlE_l) verwendet. Sowohl fiir Sg_;, als auch fiir RY,_, wird Syg nicht
bendtigt. Somit liefert lediglich der Vektor der Bg; ein in diesem Fall giiltiges Er-
gebnis.

Man hétte natiirlich das Gleichungssystem 7.17 auch wie folgt darstellen kénnen:

SE—l SE * : SQE—l
Sg—2 Sk
(1,04,Cs,...,CE) : = (0,0,...,0). (7.22)
. Sy
S_4 ‘ « Sp_o SEa

Dann wére S_; das unbekannte Syndromelement, welches dann weder in g1 noch
~1

in Ry, , eingeht. Mit K§ | = —ap_ (RTEA) ergibt daher der Vektor der Ag; das

korrekte Ergebnis.

Der Fall singuldrer Untermatrizen

Singuldre Untermatrizen haben im LDA zur Folge, daf§ die beiden zugehdrigen
Losungsvektoren linear abhéingig sind und die rechte Seite génzlich verschwindet,
wodurch der Algorithmus abbricht.

Das Fortfiithren des LDA im Fall singuldrer Submatrizen ist in Einzelfillen durch
Neustart des Algorithmus an der ersten Komponente der letzten Spalte der sin-
guldren Untermatrix und eventuell zusétzlich an der ersten Komponente der letzten
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Zeile dieser Submatrix unter Ausnutzung des singuldren (homogenen) Subsystems
moglich. Eine in jedem Fall anwendbare Vorgehensweise ist jedoch bislang nicht
bekannt. Auf eine Wiedergabe der angesprochenen Spezialfille soll hier verzichtet
werden. Einer Singularitit bei der Initialisierung, d.h. falls S bzw. Sg_; gleich
Null sein sollten, ist einfach durch Wahl des jeweils anderen Gleichungssystems —
7.17 oder 7.22 — zu begegnen.

Bei analogen Problemen ist die Schwierigkeit der Behandlung von Systemen, deren
Koeffizientenmatrix singuldre Untermatrizen enthélt, mit dem LDA etwas weniger
kritisch zu bewerten, da Determinanten dort bestenfalls ndherungsweise, aber nie
exakt verschwinden (die Wahrscheinlichkeit hierfiir geht gegen Null). Es ergeben sich
‘lediglich” numerische Probleme, die unter Umsténden aber auch nicht tolerierbar
sind. Uber endlichen Zahlenkérpern ist die Moglichkeit der Singularitit per Prinzip
gegeben, wodurch sich die Anwendung des LDA von selbst verbietet.

Erweiterter LMS-Algorithmus

Die Inversion von Toeplitz-Matrizen ist insbesondere in der Theorie diskreter Zu-
fallsprozesse von Interesse. Als Beispiel einer Anwendung sei hier nur eine Verdoffent-
lichung zur Parameterschitzung genannt [11], ohne jedoch hierauf niher einzugehen.

Bevor eine Erweiterung des LMS-Algorithmus vorgestellt wird, die ebenso, wie z.B.
der Trench-Algorithmus ([56]), die Berechnung der Inversen einer Toeplitz-Matrix
erlaubt, soll noch der Begriff der Persymmetrie geméf [5] eingefiihrt werden.

Definition 7.1 Mit ‘persymmetrisch’ kennzeichnet man eine Matriz mit einer Sym-
metrie beziglich der Nebendiagonalen (a;; = Gpy1—jnt1—; bei einer quadratischen
n x n-Matriz).

Toeplitz-Matrizen gehéren zu dieser Gruppe von Matrizen. Von besonderem Inter-
esse ist hier der folgende Satz, der ebenfalls, jedoch mit einem fehlerhaften Beweis,
in [5] angegeben wird:

Satz 7.1 Die Inverse A~' einer persymmetrischen Matriz A ist wiederum persym-
metrisch.

Beweis: Sei J eine Permutationsmatrix derselben Grofie wie A mit Einsen in der
Nebendiagonalen. Mit JP=1 folgt J~!' = J. Matrizen sind genau dann (und nur
dann) persymmetrisch wenn gilt:

JAJ = A"
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Man bedenke dabei, daf} ein linksseitiges Multiplizieren mit J ein Spiegeln an einer
horizontalen Mittelachse und ein entsprechendes rechtsseitiges Multiplizieren ein
Spiegeln an einer vertikalen Mittelachse bedeutet. Eine Inversion obiger Beziehung
liefert

iAfll — (AT)_l — (Afl)T’

womit bewiesen ist, da A™' ebenfalls persymmetrisch ist.

Wie schon oben angegeben, basiert auch der LDA auf sukzessivem Erweitern der
Losungsvektoren mit Nullen bei Betrachtung der néchst grofieren Sub-Toeplitz-
Matrix. Die Auswirkung des Anfiigens von Nullen soll im folgenden noch einmal
klar herausgestellt werden.

Erweitern durch Anfiigen einer Null rechts:

Die rechte Seite des Gleichungssystems bleibt erhalten und eine neue Stelle wird
rechts hinzugefiigt — symbolisch dargestellt:

(«— vorherige rechte Seite — , neue Stelle) .

Erweitern durch Anfiigen einer Null links:

Die rechte Seite des Gleichungssystems bleibt erhalten und eine neue Stelle wird
links hinzugefiigt — symbolisch dargestellt:

(neue Stelle, «— vorherige rechte Seite —).

Dies bedeutet, daf} die vorherige rechte Seite nun entweder links- oder rechtshiin-
dig erscheint. Zusammen mit den Vektoren A oder B des urspriinglichen LDA, mit
welchen man durch Linearkombination die neu auftretende Komponente zum Ver-
schwinden bringen kann, ist es moglich, eine rechte Seite zu erzeugen, die nur eine
Komponente ungleich Null besitzt. Normierung des Gleichungssystems auf diese
Komponente liefert jeweils eine Zeile der inversen Matrix. Eine schematische Dar-
stellung ist in Bild 7.1 angegeben.

Links und rechts findet sich der herkdmmliche LDA (senkrechte Pfeile). Rechtsorien-
tierte Pfeile bezeichnen das Erweitern mit Nullen links (£), linksorientierte Pfeile das
Erweitern mit Nullen rechts (R). Die jeweils neu hinzukommenden Komponenten
werden durch Linearkombination mit den Losungsvektoren am rechten und linken
Rand (herkémmlicher LDA) auf gleicher Ebene eliminiert.

Zur besseren Veranschaulichung wird nachfolgend ein Beispiel zur Inversion einer
4 x 4-Matrix mit Komponenten aus GF(11) angegeben. (Aus Griinden der An-
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(%,0) (0,%)
L
(%,0,0) (0,x,0) (0,0,%)
R / \E
(%,0,0,0) (0,%,0,0) (0,0,%,0) (0,0,0,%)
| =7 N Ne |
(%,0,0,0,0) || (0%,0,0,0) || (0,0%0.0) || (0,0,0%0) || (0,0,0,0%)

Abbildung 7.1: Schematische Veranschaulichung des erweiterten Levinson-Dur-
bin-Algorithmus — angegeben sind die rekursiv auftretenden rechten Seiten

schaulichkeit wurde ein endlicher Zahlenkorper gewéhlt. Dabei muf} natiirlich darauf
geachtet werden, dal Untermatrizen nicht singulér sind.)
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Beispiel

Gesucht sei die Inverse A ! zu

100 0 4 0
A - 2 10 0 4
9 2 10 0
5 9 2 10
(1) (10) = (10)
10 0 10 0
1 1 1 = (2,1
10 0 10 0
1 1 2.1 = (0,1
10 0 10 0 4
(1,0,0) = (10,0,4) | (0,1,0) | 2 10 0 | =(2,10,0)
9 2 10
(1,0,0) — % 0 2, 1 = (1,8,4) (0,1,0) — 2(1,8,4) = (6,5, 2)
10 0 10 0 4
(1,8,4) 10 o =(7,0,0) |(6,5,2) 2 10 0 | =(0,10,0)
9 2 10
(1,8,4,0)A = (7,0,0,10) (6,5,2,0)A = (0,10,0,9)
(1,8,4,0) — 2(0,2,2,1) = (1,2,9,8) | (6,5,2,0) — 3(4,1,7,1) = (5,2,3,8)
(1,2,9,8)A = (3,0,0,0) (5,2,3,8)A = (0,10,0,0)
1/3 2/3 9/3 8/3 4 8 3 10
N 5/10 2/10 3/10 8/10 | | 6 9 8 3
= 7/10 9/10 2/10 3/10 4 2 9 8
4/3 1/3 7/3 1/3 5 4 6 4
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10 0 4
0,2,1)| 2 10 0 | =(2,0,10)
9 2 10
(0,2,1) — 2(1,0,0) = (2,2,1)
10 0 4
2,2,1) 2 10 0 | =(0,0,7)
9 2 10
(0,6,5,2)A = (1,0,10,0) (0,2,2,1)4 = (5,0,0,7)
(0,6,5,2) — 1(1,2,9,8) = (7,9,2,3) | (0,2,2,1) — 3(1,8,4,0) = (4,1,7,1)
(7,9,2,3)A = (0,0,10,0 (4,1,7,1)A = (0,0,0,3)

Die Inverse besitzt, entsprechend obigem Satz, die Eigenschaft der Persymmetrie.

Der baumartig erweiterte LDA liefert auf einfache Weise die Inverse einer Toeplitz-
Matrix. Es werden hierbei ebenfalls die Inversen aller betrachteten Sub-Matrizen
ermittelt.

Die Behandlung ‘direkter’ rekursiver Toeplitz-Algorithmen wird mit diesem Ab-
schnitt abgeschlossen. Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, daf diese Arbeit trotz der
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Betrachtung der wesentlichen Toeplitz-Algorithmen (BMA, Euklid?, LDA) natiirlich
nicht zum Ziel hat, einen Uberblick iiber alle bekannten Verfahren zu bieten, da dies
den hier gegebenen Rahmen sprengen wiirde. Stattdessen wird im Folgekapitel noch
auf einen interessanten Zusammenhang zu einem aus der Echokompensation be-
kannten Verfahren hingewiesen (ohne jedoch fiir die Decodierung von praktischer
Relevanz zu sein).

7.2 Toeplitz-Systeme und
Least-Mean-Square- Algorithmus

In der Echokompensation (u.a.) wird oft ein iteratives Verfahren, der sogenannte
LMS-Algorithmus (Least Mean Square), zum Abgleich eines Transversalfilters ver-
wendet (siehe z.B. [43] und [64]). Hier soll die prinzipielle Moglichkeit aufgezeigt
werden, den Algorithmus ebenfalls zur iterativen Lisung des Schliisselgleichungssys-
tems einzusetzen.

Das Schliisselgleichungssystem ist wieder bestimmt durch

Si+YT;-8.,=0 j=e....,M—1, (7.23)
i=1

wobei die zu ermittelnden Komponenten I'; die Koeffizienten des Fehlerstellenpoly-
noms darstellen.

Ein Transversalfilter mit den Koeffizienten (—T';) liefert bei der Eingangsfolge S, ., . ..

den Ausgang
i=1

Geméf der Schliisselgleichung sollte sich dabei Y; = S; ergeben. Die Diskrepanz
d; = S; —Y; konnte dann im Gradientenverfahren zum Nachfiihren der Koeflizienten
dienen: .
fj+1 — f] + (6] (5 J

* ] * m . (7.25)

Das Gradientenverfahren stellt hiermit ein iteratives Verfahren zur Losung eines
Toeplitz-Systems dar. Man wiederholt dabei zyklisch den verwendeten Ausschnitt

?Der Euklidsche Algorithmus wurde in dieser Arbeit nicht direkt mit Toeplitz-Systemen in
Verbindung gebracht. Hierzu sei auf [5], S. 379 ff. verwiesen.



7.2. TOEPLITZ-SYSTEME UND LMS-ALGORITHMUS 95

aus den bekannten Syndromelementen. Den LMS-Algorithmus kénnte man damit in
die Reihe der sogenannten Relaxationsverfahren (siehe z.B. [55]) einordnen, wobei
a dann als Relaxationsparameter zu betrachten wire (0 < a < 1).

Fiir den praktischen Einsatz zur Decodierung ist das iterative Verfahren jedoch we-
gen der zu groBBen Anzahl der nétigen Iterationsschritte (besonders mit zunehmender
Impulsfehler-Anzahl e) nicht von Interesse. Dennoch sollten iterative Losungsmog-
lichkeiten nicht génzlich {ibergangen werden.



Kapitel 8

Tiefpaf3-Filterung versus
Decodierung —
— ein Qualitidtsvergleich

Dieses Kapitel, das, sieht man von der Zusammenfassung einmal ab, das Schluf-
kapitel dieser Arbeit bildet, stellt einen Vergleich zwischen analoger Decodierung
und simplem Nullsetzen der Syndromkomponenten, was einer Tiefpaffilterung ent-
spricht, her. Es wird hierbei Bezug auf eine Arbeit von Helstrom 1964 ([26]) genom-
men, die als Ergebnis folgende Aussage liefert:

Codierung von K Informationsstellen in N Stellen eines Codewortes zur
Ubertragung iber einen Kanal, dessen Storungen normalverteilt, ‘weif’
und statistisch unabhdngig mit gleicher Standardabweichung fir die ein-
zelnen Codesymbole sind, bringt keinerlei Vorteile beziiglich des resultie-
renden Stirabstands gegeniiber der direkten Ubermittlung der K Infor-
mationssymbole. Hierbei wurde vorausgesetzt, dafs die Informationsstel-
len einem bandbegrenzten Signal entstammen. Dieses Ergebnis ist nicht
abhdngig von statistischen Abhdngigkeiten in den Informationssymbolen.

Es sei jedoch betont, dal diese Aussage nur unter obigen Randbedingungen korrekt
ist. Im Falle von impulsférmigen Stérungen (mit eventuell zuséitzlichen statistischen
Abhéngigkeiten), trifft sie keineswegs zu. Diese Stellungnahme findet sich auch be-
reits in [68], ohne sich jedoch auf konkrete Untersuchungen zu stiitzen.

Hier sollen Simulationsergebnisse angegeben werden, die sowohl Helstroms Aussage
bestétigen, als auch deren Einschrinkung dokumentieren.

96
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8.1 Simulationsergebnisse

Am Beispiel eines analogen RS-Codes mit den Parametern N = 20, K = 10 werden
im folgenden die Eigenschaften von ‘Tiefpaf-Filterung’ und Decodierung verglichen.
Es wird hierzu die Kanalcharakteristik zwischen reinem Gauss’schem Rauschen und
reinen Impulsstorungen variiert. Die Vorgehensweise im einzelnen:

e ‘Tiefpafi-Filterung’ bedeutet schlichtes Nullsetzen des Syndromanteils im Fre-
quenzbereich.

e Die Decodierung erfolgt mit dem BMA zur Ermittlung der Fehlerstellen und
der ‘Least-Squares-Approzimation’ gemafl Kapitel 3.4, Gleichung 3.29 zur Be-
stimmung der Fehlerwerte.

Ein ‘Least-Squares’-Verfahren wurde gewéhlt, um alle Syndomstellen bei der Feh-
lerwertbestimmung zu nutzen.

Die folgenden Diagramme zeigen die Wurzel aus dem quadratischen Abstand zwi-
schen den sich ergebenden korrigierten bzw. ‘gefilterten’ Vektoren und den fehler-
freien Vektoren (Euklidsche Distanz d.; normiert wurde auf die Euklidsche Distanz
zwischen fehlerbehaftetem und fehlerfreiem Wort d.,) in Abhéngigkeit des Verhélt-
nisses von Impulsfehler-Amplitude zu Standardabweichung |B|/o des Gauss’schen
Rauschens. (Die Kurvenziige basieren auf 21 dquidistanten Stiitzwerten, die wie-
derum ein Mittel aus der Untersuchung von 100 unterschiedlichen Fehlervektoren
darstellen.) Es wird dabei vorausgesetzt, alle Impulsfehler beséfien gleiche Amplitu-
de und zufillige, gleichverteilte Phase.

Im Falle der ‘TiefpaB-Filterung’ folgt d.7p bei einem Code der Rate 1/2 sofort
zu derp = 1/\/5, da durch Nullsetzen der Syndromkomponenten die Halfte der
Storenergie eliminiert wird.

In jedem der drei hier wiedergegebenen Diagramme finden sich vier verschiedene
Kurven, deren Bezeichnungen wie folgt zu verstehen sind:

TP: Nullsetzen der Syndromkomponenten,

BMA u. LSQ: BMA zusammen mit Least-Squares-Approximation,

BMA, LSQ u. TP: BMA zusammen mit Least-Squares-Approximation und
anschlieend TP,

TP od. BMA/LSQ: Auswahl nach Kriterium im n#chsten Abschnitt.

Aus einem Vergleich der Kurven ‘TP’ und ‘BM A u. LSQ)’ bestétigt sich zunéchst
die Aussage von Helstrom. Die Fehlerkorrektur ist bei reinem normalverteiltem Rau-
schen sogar deutlich ungiinstiger (ca. um einen Faktor 2) als die reine ‘Tiefpaf}-
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Filterung’, was z.T. daran liegt, daffi der BMA die gegebenen Korrekturmoglichkei-
ten nicht voll nutzt (e < [(d —1)/2]). Ab einem Verhiltnis |B|/o von ungefihr 10
bis 30 ist jedoch die Korrektur von Vorteil, wie dies schon oben fiir das Uberwiegen
von impulsartigen Storungen vorausgesagt wurde.

Bei der Least-Squares-Approximation werden natiirlich die Syndromanteile nicht
gianzlich zu Null gezwungen (Losung eines iiberbestimmten Gleichungssystems).
Durch eine sich noch anschliefende ‘Tiefpafi-Filterung’ kénnen diese noch zum Ver-
schwinden gebracht werden. Die Kurve ‘BM A, LSQ u. TP’ zeigt, daf} sich nur eine
geringfiigige Anderung fiir die Euklidsche Distanz d, ergibt. Jedoch ist die Differenz
nutzbar fiir ein Kriterium zum Entscheid {iber die zu wéhlende Verarbeitung (T'P
oder Korrektur). Es ist hiermit moglich, ohne vorherige Kenntnis des Kanals, direkt
Aussagen iiber seine Charakteristik zu erhalten. Der sich anschliefende Abschnitt
8.2 geht hierauf ein. Die zusétzlich eingetragenen Kurven mit der Kennzeichnung
‘TP od. BMA/LSQ’ werden ebenfalls dort erldutert.
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Abbildung 8.1: Die normierte Euklidsche Distanz d./d., bei
‘TiefpaB-Filterung’ oder Korrektur (Parameter N=20, K=10, e=1)
in Abhéngigkeit von |B|/o
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Abbildung 8.2: Die normierte Euklidsche Distanz d./d., bei
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Abbildung 8.3: Die normierte Euklidsche Distanz d./d., bei
‘TiefpaB-Filterung’ oder Korrektur (Parameter N=20, K=10, e=5)
in Abhéngigkeit von |B|/o

99



100 KAPITEL 8. TP-FILTERUNG VERSUS DECODIERUNG

8.2 Ein Auswahlkriterium

Im vorigen Abschnitt wurde bereits auf den Unterschied zwischen den Kurven ‘BM A
u. LSQ) und ‘BM A, LSQ u. TP’ hingewiesen. Es fillt auf, dal dieser, ohnehin schon
gering, sich mit steigendem |B|/o noch reduziert.

Trégt man die ‘Energie’ im Syndrom nach Least-Squares-Korrektur bezogen auf die
urspriingliche ‘Energie’ ohne Korrektur (Esyp go/Esynur) iber dem Verhéltnis |B|/o
auf (Bild 8.4), so erkennt man, daf§ die Kurven einen prinzipiell &hnlichen Verlauf,
verglichen mit den Kurven fiir Korrektur im vorigen Abschnitt, aufweisen. Sie lie-
fern direkt Aussagen iiber die Kanalcharakteristik, d.h. ob es sich um iiberwiegend
impulsformige Stérungen oder Rauschen handelt.

0.4
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e=3_ _
I . . : o=4 ___
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Abbildung 8.4: ‘Energie’ im Syndrom nach Least-Squares-
Korrektur bezogen auf die urspriingliche ‘Energie’ ohne Korrektur
(Esynko/ Esynur) in Abhéngigkeit von |B|/o

Bei einer Schwellenwahl fiir Eyyy, 1o/ Egynur, beispielsweise hier 0, 085, ergibt sich auf
einfache Weise ein Auswahlkriterium, ob ‘Tiefpafifilterung’ oder Korrektur zu be-
vorzugen ist. Hieraus folgen die im vorigen Abschnitt noch nicht erlduterten Kurven
‘TP od. BMA/LSQ’, die aufzeigen, daf es auf diese Weise moglich ist, die Vorteile
beider Alternativen zu nutzen.



Kapitel 9
Zusammenfassung

Zunichst stellt die vorliegende Arbeit eine Verbindung zwischen sowohl verschiede-
nen Disziplinen der Mathematik als auch der Ingenieurwissenschaften her. Es werden
Gemeinsamkeiten von Algebraischer Codierungstheorie, Approximationstheorie und
Numerik und ebenso die Beziehungen zur digitalen Signalverarbeitung, wie z.B. der
linearen Pradiktion, aufgezeigt.

Das Bindeglied wird gebildet durch die Konstruktion von Reed-Solomon-Codes oder
BCH-Codes (Bose, Chaudhuri, Hocquenghem) iiber komplexen Zahlen. Initiiert
wurden die Uberlegungen hierzu von Marshall 1981 in [40] und Wolf 1983 in [68],
wo sich erste Ansétze zur Einfehlerkorrektur finden. Von Wolf wurde ebenfalls der
Begriff ‘analoge Codes’ eingefiihrt.

In dieser Arbeit werden nun die Eigenschaften dieser analogen Codes erstmals ge-
nauer untersucht. Besondere Aufmerksamkeit verdienen hierbei die Zusammenhénge
zu anderen Arbeitsgebieten; so ist mehr als ein Kapitel den Verbindungen zwischen
Codierung und Interpolation bzw. Approximation gewidmet.

Die besonderen Eigenschaften analoger Codes sind:

e beliebig wihlbare Codewortlinge

kein notwendigerweise wertdiskretes, endliches Alphabet

keine spezielle Algebra und damit

keine spezielle Hardware zur Codierung und Decodierung

hohere Kanalkapazitidt durch Nutzung des analogen Ausgangswertes

101



102 KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNG

e hohere Korrekturfihigkeit (d — 2 statt [(d —1)/2]) !

e Unterscheidbarkeit von Fehlern kleiner und groflier Amplitude, d.h. ‘Hinter-
grundrauschen’ ist bis zu einem gewissen Maf} bei der Korrektur der ‘groflen’
Fehler tolerierbar und es erfolgt eine Korrektur auf das Mafl der ‘kleinen’ Feh-
ler, die unkorrigiert bleiben

e Moglichkeit der Rahmensynchronisation bei Wahl eines diskreten Alphabetes
fiir die Informationsstellen, da die sich ergebenden Priifstellen teils nicht in
diesem Alphabet liegen

e herkommliche Codier- und Decodierverfahren fiir Codes iiber endlichen Zah-
lenkorpern sind nahezu direkt auf den komplexen Fall iibertragbar und

e neue Algorithmen aus anderen Disziplinen sind ebenfalls anwendbar

e die Decodierung analoger Codes liefert sogar Aussagen iiber die Stércharakte-
ristik des Kanals.

Die Betrachtung analoger Codes mit ihren besonderen Eigenschaften bilden ein
‘Geriist’, in das sich eine Reihe wichtiger Ergebnisse einfiigen, die ebenso fiir an-
dere Anwendungsgebiete von Interesse sind. Diese seien an dieser Stelle noch einmal
deutlich herausgestellt.

Zunéchst ist dabei ein neues Verfahren zur Syndromdefinition zu nennen, das aus
einer Betrachtung des Newton-Schemas zur Polynominterpolation folgt. In dieser
Arbeit wird es fiir einen Beweis der Korrekturfihigkeit analoger Codes eingesetzt
und besonders auf die Mdoglichkeit hingewiesen, mit der Methode direkt fehlerfreie
Bereiche der Linge K + 1 im Codewort?, ohne die Anwendung von Decodieralgo-
rithmen, zu erkennen. Besonders méchte ich darauf hinweisen, daf die Uberlegungen
hierzu in der Arbeit meines Kollegen H. Schneider weitergefiihrt werden und sich
diese neue Syndromfestlegung dort als sehr vielversprechend erweist.

Ein zentrales Ergebnis der Arbeit bildet sicherlich die neue Beschreibung des wohl
wichtigsten Decodieralgorithmus, des Berlekamp-Massey-Algorithmus. Diese bietet
einerseits besondere didaktische Vorteile gegeniiber Masseys Darstellung, anderer-
seits sind wichtige Eigenschaften des Verfahrens aus dieser Beschreibung auf einfa-
chere Weise zu gewinnen. Hierzu z#hlt die Erkenntnis, daf§ der Algorithmus unter der

!d: Hamming-Distanz
2K: Anzahl der Informationsstellen
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Voraussetzung nicht singulirer Untermatrizen (was man bei analogen Codes voraus-
setzen kann) eine Zerlegung der Koeffizientenmatrix des sogenannten Schliisselglei-
chungssystems in Form einer triangular ‘square root’-factorization §Zl = £L251£€
bzw. S; = (Eg)_lngil liefert. I'; kennzeichnet eine Dreiecksmatrix, bestehend
aus den rekursiv ermittelten Koeffizienten des Fehlerstellenpolynoms, und D; ei-
ne Diagonalmatrix aus den zugehérigen ‘Diskrepanzen’. Die Faktorisierung erweist
sich insbesondere bei den angestellten Konditionsbetrachtungen als giinstig, die der
Untersuchung des Einflusses von ‘Hintergrundrauschen’ dienen.

Ebenfalls sei die vorgestellte Erweiterung des Levinson-Durbin-Algorithmus hervor-
gehoben. Hierdurch kann das Verfahren neben der Lésung von Toeplitz-Systemen
mit spezieller rechter Seite ebenfalls mit recht geringem Rechenaufwand zur Inversi-
on von Toeplitz-Matrizen eingesetzt werden. Dies ist vor allem fiir Aufgabenstellun-
gen aus dem Bereich der Theorie diskreter Zufallsprozesse von besonderem Interesse
(Beispiel: Parameterschiitzverfahren).

Die Uberlegungen zu Berlekamp-Massey- und Levinson-Durbin-Algorithmus sind
keineswegs auf Aspekte der Decodierung von analogen Codes beschriankt, vielmehr
beziehen sie sich auf jegliche Problemstellungen, bei denen Toeplitz-Systeme eine
Rolle spielen, wie z.B. auch ‘Scattering’ (Streuprobleme) und lineare Prédiktion.

Die hervorgehobenen Punkte bilden Teile einer genauen Untersuchung von RS-Codes
iiber komplexen Zahlen. Der Ablauf dieser Untersuchung wird im folgenden noch
einmal stichpunktartig skizziert.

Nach einer kurzen Einleitung stellt das zweite Kapitel zundchst Grundlagen zu-
sammen und definiert analoge RS- und BCH-Codes. Die oben schon aufgefiihrten
Eigenschaften, die man von analogen Codes erwartet, werden dort vorgegeben. Diese
hier genannten Besonderheiten bilden gleichzeitig den Gegenstand der Erorterungen
der Folgekapitel. Kurz werden dort auch Berechnungen der Kanalkapazitdten bei
diskretem und analogem Ausgang angegeben. Diese liefern besonders interessante
Ergebnisse hinsichtlich der in dem analogen Ausgangssignal enthaltenen Kanalzu-
standsinformation. Im letzten Kapitel wird dann sogar ein Verfahren vorgestellt, das
aus dem Decodierergebnis Riickschliisse auf den Kanalzustand, bzw. die Storcharak-
teristik zul&aft.

Im dritten Kapitel werden Parallelen zwischen Interpolation, Approximation und De-
codierung aufgezeigt. Folgende Interpolationsverfahren sind hier von besonderem In-
teresse: Pronys exponentielle Interpolation, Lagrange-Interpolation, Least-Squares-
Approximation, Approximation mit Kettenbriichen und das Newton-Verfahren, das
jedoch im Folgekapitel genauer erldutert wird.
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Dieses wvierte Kapitel geht auf die hthere Korrekturfihigkeit analoger Codes ein und
definiert iiber die Newton-Interpolation das schon angesprochene ‘neue’ Syndrom.
Die Entwicklung von Algorithmen auf der Basis dieses Syndroms zur besseren Aus-
nutzung der Korrekturfihigkeit bildet sicherlich eine interessante Aufgabenstellung
zukiinftiger Forschungsarbeit.

Der Hauptteil wird durch das finfte Kapitel gebildet. Es wird dort der Einflufl der
Fehleramplitude untersucht, d.h. die Auswirkung von ‘Hintergrundrauschen’ auf die
Korrektur von Fehlern ‘groflerer’ Amplitude. Dies geschieht mittels Konditionsbe-
trachtungen und unter Zuhilfenahme der in diesem Kapitel vorgestellten neuen Be-
schreibung des Berlekamp-Massey-Algorithmus.

Nachdem im fiinften Kapitel Rechengenauigkeitseffekte ausgespart werden, widmet
sich das sechste Kapitel entsprechenden Untersuchungen, welche insbesondere in
bezug auf die praktische Verwendbarkeit analoger Codes unerlafilich sind.

Hierauf folgen im siebten Kapitel die Erlauterung des Levinson-Durbin-Algorithmus,
mit der schon angesprochenen Erweiterung und einer iterativen Losungsmoglichkeit
der Schliisselgleichung.

Das achte Kapitel zeigt abschliefflend auf, in welchen Fillen der Einsatz analoger Co-
dierung sinnvoll ist und stellt Vergleiche zu einfacher Tiefpaf3-Filterung des gestorten
Signals an. Hier wird ebenfalls, wie bereits erwihnt, eine Moglichkeit aufgezeigt, die
Storcharakteristik des Kanals mit der analogen Decodierung zu ermitteln.

Besonders betont sei noch einmal, dafl diese Arbeit sich auch in der Aufgabe versteht,
zwischen verschiedenen Disziplinen zu vermitteln, wenngleich dies in zunehmendem
Mafle durch die Fiille von Veroffentlichungen erschwert wird.



Anhang

A.1 — zu Kapitel 2.3 —

In oben genanntem Kapitel wurde die Eigenschaft analoger Codes angesprochen, bei
Wahl einer systematischen Codierung, d.h. einer Codierung, bei der die Informati-
onssymbolde unverindert im Codewort wiederzufinden sind, und einer diskreten,
endlichen Symbolmenge zur Bildung der Informationssymbole, Priifsymbole zu ge-
nerieren, die nicht grundsitzlich Elemente der gew#hlten Symbolmenge sind. Es
wurde darauf hingewiesen, dafl diese Eigenschaft z.B. zur Synchronisation genutzt
werden konnte.

Hier sollen nun fiir einige einfache Beispiele, unter Vorgabe von m-PSK-Punkten
in der komplexen Ebene als Symbolvorrat der Informationsstellen, die moglichen
Priifsymbole aufgetragen werden. Der Darstellung in Bild A.1 liegt eine systemati-
sche Codierung zugrunde, die sich direkt aus Gleichung 2.3 ergibt, denn aus

folgt sofort

co+cx+ ... ey g K= — (CN,KSCN’K +...+ cN,lscN’l) mod g(x) .

Diese Beziehung ldfit sich durch ein Schieberegister realisieren, wie es z.B. in [6]
wiedergegeben wird.

In der Abbildung sind die Informationssymbole durch Kreise, die Priifsymbole durch
Kreuze gekennzeichnet.
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17172, 422 1/1/4
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Abbildung A.1: Systematische Codierung bei Vorga-
be von m-PSK-Punkten fiir die Informationsstellen
(N/M/m)



A.2. ZU KAPITEL 2.4 107

A.2 — zu Kapitel 2.4 —

IT — Zwei Storzustinde a, P(a) bekannt, jedoch nicht a selbst —

DMC: 01
J Qi— p( . .
yil ;)
Cpyme = max P(z; yilwi)ld——F——=
P(;) ]23 2% 2l o
Qr—1
yz|1‘] Z Pak yz‘xgaak)
Q;—1 —1Q,—-1
Z P(x;)P(yilz;) = Z Z P(x;)P(ax)P(yilz;, ar)
7=0 k=0
1Q1 Qk 1
Cpoume = max Z Z P(x;) Z P(ag)P(yi|z;, ar) -
z5) 7=0 =0
Qk*lp Ao,
Yo Plaw)Pyilz;, aw)
S0 Play) SRS Plaw) Pyl ar)
P(z;) = 5 = P(y) = 3
1Qj— i—1Qp—1 Qr—1
Come = 3 > Z Z VP (yi|xj, ar)1d | 2 - Z P(ag)P(yilzj, ay)
j=0 i=0 k=0 k=
1Qk_1 -1Q;—-1 Qr—1
=3 Z (ax) Z Z P(y;|zj,ap)1d [ 2- Z P(agp)P(y;|z;, ax)
k=0 j=0 =0

= 1+ b [Peld (bPey + (1 = D) Peg) + (1 = Pep)ld (b(1 = Pup) + (1 = D)(1 — Peg))] +
+ (1= 0) - [Pegld (bPep + (1 = b) Peg) + (1 — Peg)ld (b(1 — Pep) + (1 — b) (1 — Pey))]
Mit Uy, 1= bPuy + (1 — b)Poy = Cpare = 1+ tnldug, + (1 — wy)Id(1 — uy,)
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AWGN:
p(y|x;)
C = max / 1d d
AWEN T Pl Z gl p(y)
Qr—1
y‘x] Z P ak y‘xyaak)
Q-1 —1Qp—1
Z P(xj)plylzy) = Z Z P(x;) P(ax)p(y|zy, ar)
7=0 k=0
P(x;) = 5
1 1
ply) = 5 [p(yl +1,0) + p(y| = 1,b)] + - (1 =b) - [p(y| +1,9) +p(y| — 1,9)]

p(yl+1) = bp(yl £1,0) + (1 = b)p(y| £ 1,9)
Pl = 1)dy

R ply| +1) L e
Cawan = 5/7 p(y\ + 1)1dey + 5/7 p(y| - ) p(y)

_ p(yl+1) Py —1)
/ |+11d7(y) dy+/ ply| — 1)1a” p(y)

III — Zwei Stérzustinde a, P(a) und a selbst bekannt —
DMC:

Qk 1Q] 1Qz*1 P(a . .
ayz“rj)
Cove = max 3 3 3 Pla))Plax, uila)ld g
2 P P () Plag, yil )

JkOJ[]z[]

P(ak\$j)P(yi|$j,ak)

Qr-1Q;-1Q;-1
= max > > Y P(xy) Plaklzy) P(y|z;, a)ld—5—
P@i) =0 j=0 =0 ’ T(% J Z%:olP(xm)P(ak‘xm)P(yi‘xm:ak)
ay
Qr—1 Qi—1 (
yl‘xjaak)
= max Z P(ax) Z )P (yil2j, ax)ld—5— *)
P(I] j=0 i=0 ’ ZQJ ' ( ) (yi‘xm;ak)

Qi—1

S P Z P(yilaj, ar)ld (2 P(yilz), ax))

=0



A.2. ZU KAPITEL 2.4 109

Qk 1 Q;—1

=14+ = Z P(ay) Z Z (yilzj, ap)ld (P(yi|z;, ak))
k=0 =0 i=0
= 14 b-[PyldPy + (1 — P)A(1 — Py)] + (1=b)-[PoyldP., + (1 — P, )Id(1 — Pyy)]

=14 b- H(ylz,b) + (1-1b)- H(ylz, g)

AWGN:  (x) =

Caver = s 5 Plo) 5 [ Pl olig 20—y
P(zj) = 3
=>CAWGN=—b/ [ (y| + 1,06)ld 2p(y| +1,0)
p(yl+1,0) + p(y[ — 1.0)
+ plyl -1, b)ldp(y| +211?(b?;|;pl(,yb|)_ 3 b)] dy +

1, [ 2p(y|+1,9)
3= /—oo [p(m i 1’g)ldp(y\ +1,9)+pyl-1,9)

2p(y| — 1, 9)
+p(y| —1,9)ld
g ) p(yl+1,9) +plyl —1,9)
p(y| +1,b)
142 / l +1,b)d +
2 | P P+ Lb) + ply| — L.D)
p(y‘_lab)
+p(y| —1,b)1d dy +
N S IOES T ESN)

(1—1b) foo p(y +1,9)
/. lp(y“’g)ldpwﬂ,g)w(y—Lg)

p(yl —1,9)
Pl + L9 +p(y = 1,9)] W
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IV — Zwei Stérzustinde a, P(a) bekannt, mit Kanalzustandsschitzung a,
Schitzfehlerwahrscheinlichkeit P(aa) bekannt —

DMC:
Qr—1 Qi— 1Q]_1 P( . N
yl‘x]aak)
Cpme = max > P(ay) Y. > P(x;)P(yi|zj, ar)ld—5— -
Plz;) 125 i=0 =0 2 ’ Z%:[]lp(xm)P(yi|xm,ak)
mit
Qr—1 Qr—1
P(flk) = Z P(al,dk) = Z P(al)P(dk|al)
1=0 1=0
Q1 Pli
P(yi|zjar) = > Pla) (alf|al)P(yi\xj,al) (siche FuBnote')
1=0 P(ay)
P(d:G) = b€1 + (1—())(1-62)
Pla=B) = b(l—¢)+ (1—="0)e

be1 P(yi|z;,a = B) + (1 —b)(

ber 4 (L D)1~ o)
(1
(1

P(y|z;a=B) = b(1 — e))P(yi|wj,a = B) + (1 = b)eyP(yilzj,a = G)
i b(1—¢) + (1 —D)ey

F—1 ~ ~
P(z;) = L = S%0 Pa;) P(yilej,an) = Plyilar) = 3

Ic 1Qz 1Q]_1
Come =1+ > > P(a P(yi|z;, ax)ld (P(yi|z;, ay))
k=0 i=0 j=0 H’—’
1/2
Qk
P(ak) - P(yilxj, ar) = ZP(al)P(dk|al)P(yi\xj,al) (Siehe FufBnote?)
1=0

P(flk = G) . P(yl|l‘],&k = G) = belp(yi|l‘j;al = B) —+
+ (1 — b)(l — eg)P(yi|xj, a; = G)

fr— . R
P(ay = B) - P(yi|lzj,ar = B) = b(1 — e1)P(yilzj, 0y = B) +
+ (1 = b)ea P(yi|vj, a0 = G)
Solgt aus: P(ag)P(yilar) = Plar,yi) = N2 " Pla,ar,y) = 2% " Pla) Plag, yila) =

27 P(ar) Plag|ar) P(yilar, )
N—————’

P(y;lar)
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ber Py + (1 —b)(1 — )P,
+
ber + (1 —b)(1 — €a)

+ [be1 (1 — Poy) + (1 = b)(1 — €2)(1 — Poy)] -

CDMC =1 + [belPeb + (1 - b)(l - Gg)Peg] ld

ber (1 — Pey) + (1 =0)(1 — &) (1 — Py)
1 ber + (1—b)(1 - ) *
F 0= )P+ (1= D] 0P Bl
+ (1 = 1) (1 = Pa) + (1= bes(1 — Puy)]-
ML= @)1= Pu) + (1= b)es(1 = Py)
b(1—e)+ (1 —D)e
AWGN:
Qr—1 Q;—1 .
Caway = max 3 Pl TS P(ay)p(yleg, ian)ld Plylz;, i) d
o X Plan) [ 3 Plaplyley aldg=rp =0y

Analog zur Herleitung fiir den diskreten Fall erhélt man

lel

Ti,Q
Cowoy =145 3 [ z Plagp(yley, ald—g 2228 g,
- Ym0 P(Y|Tm, ax)
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A.3 — zu Kapitel 5.1.2 —

Im folgenden soll die Komplexitéit der mathematischen Betrachtung des Einflusses
normalverteilten Hintergrundrauschens bei der Decodierung aufgezeigt werden.

Vergleichsweise einfach zu beschreiben ist die Bildung des Syndroms iiber die DFT.
Die Frequenzbereichskomponenten ergeben sich als Summe von normalverteilten
Zustandsvariablen mit gleicher Standardabweichung. Nach dem Additionssatz der
Normalverteilung folgt sofort

O'SZO'R:O'T'\/N.

Problematisch ist hingegen die Beschreibung der Losung des Toeplitz-Systems (Schliissel-
gleichung).

Betrachtet man ein Gleichungssystem, dessen Koeffizientenmatrix und rechte Seite
normalverteilte Zufallsvariablen enthilt und nimmt zusétzlich an, diese seien mit-
telwertfrei und alle statistisch unabhéngig, so 148t sich mit etwas mathematischem
Aufwand noch eine geschlossene Losung fiir die Verteilungsdichte des Ergebnisvek-
tors angeben.

Es sei die Losung eines allgemeinen Gleichungssystems

7=Y'X
betrachtet, wobei Y die Koeffizientenmatrix, X die rechte Seite und Z den Losungs-

vektor darstellt.

Zunichst wird der Einfachheit halber angenommen, die Komponenten seien jeweils
reell normalverteilt. Die sich ergebende Anderung fiir den komplexen Fall wird an-
schlieflend angegeben.

Zur Bestimmung der Dichte wird folgender Ansatz gemacht:

(2) = | HEX =Y)- fy(¥)dY
S fz(Y7) v
22X =Y) = det Y| detY |- fz(Y2)



A.3. ZU KAPITEL 5.1.2 113

f2(%) = ( 271T0')N e mrE

A = 2;U)N2 T = ;U)Nz T

=, We_swm_sm YY) | dot Y| Y
1

_ 7/ =57 SP (X2 ot v |dy |
(V2mo)N*+N Jy

da sp (Y7Y) = sp (V7).

B := 1+ 77" ist symmetrisch und positiv definit. Es ist daher eine Aufspaltung in
zwei positiv definite Matrizen B = A - AT eindeutig moglich.

Die Substitution U = Y - A liefert

/...dx - /...|det4\*NdQ

S 1 SLSp (U —(N+1)
det A = y/det (1 + 227T)
det (1+227) = 1+sp (7)) = 14522 = 1+ |7

1

— fz(g) - konst. N
(L =1)

Das Ergebnis 148t sich einfach auf den komplexen Fall iibertragen, indem man 2N
statt NV und statt der Quadrate in den Gauss-Dichten Betragsquadrate schreibt.

Bislang wurde Mittelwertfreiheit und statistische Unabhéngigkeit vorausgesetzt. Entfallt
die Bedingung der Mittelwertfreiheit, so kann keine geschlossene Losung wie oben
angegeben werden. Die Dichten der Matrix und rechten Seite lauten dann (hier
werden Zeilenvektoren verwendet):
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Langwierige Umformungen, auf deren Wiedergabe hier verzichtet werden soll, da sie
sich ohnehin an die erste Darstellung anlehnen, liefern das Ergebnis

(P LSp (@A) B N (T aedy,)) L L
fz(Z) = konst. - e2? (@ 0 ) det AN

-/det (U+ A (T +Yy)) e 7P D gy,
U

wobei B =1+ zTZ und det A = /1 + ||Z]|%.

Der Fall komplexer Zufallsvariablen ergibt sich wieder wie oben angedeutet.

Besonders aufwendig gestaltet sich das Problem, wenn man versucht, die im Glei-
chungssystem gegebenen Abhéngigkeiten einzuarbeiten. Hierzu sei das Schliisselglei-
chungssystem noch einmal aufgeschrieben:

Se—l SQe
(F17F27"';Fe) = (Sea'--asQe—l)-
SO Se—l

Die Abhéngigkeiten lassen sich durch Einfiigen einer ‘normierten’ Covarianzmatrix
C wie folgt beriicksichtigen:

f~(§) — / Me_#((ﬁ—ﬁo)gfl(ﬁ—ﬁow) dy
’ Y (V2mo)N*H+N -
mit
K - (}/11;"'7}/1]\7;}/217"'7}/v2N;"'7YN1;"'7YNNaf)
KU = (}/[]117"'7}/01N7%217"'7%2N7"'7}/0N17'"7}/0NN7£0)

Betrachtet man die obige Toeplitz-Matrix und die entsprechende rechte Seite, so
folgt eine Covarianzmatrix der Form
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1 <« N —- 1 < N — 1 0O 0 0O O
+1 0 1 0 10 0 0
N 1 1 o
10 1 1 N
1 ! 1
1
C = 0
0O 1 «~ N — 1 1
1 1 1
1 1
0 0 1

Als Resume der hier angestellten Betrachtungen 148t sich sagen, daf} selbst im ma-
thematisch vergleichsweise leicht faflbaren Fall des normalverteilten Rauschens, es
aus Aufwandsgriinden praktisch nicht mehr mdoglich ist, die Losung der Schliissel-
gleichung durch Dichtefunktionen zu beschreiben.
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A.4 — zu Kapitel 5.3 —

N L (C(D) Schiebereg. x B(D) b sy d

1 1 1+D

3 2 1+ D?

4 2 1+ D?

18 80| 2]

1 1+D? 1

Abbildung A.2: Masseys Beispiel der Schieberegister-Synthese bei Vorgabe einer
Binédrsequenz  sg, sy, S2, 53,54 = 1,0,1,0,0

Ergénzend wird im folgenden das Originalbeispiel aus Masseys Veroffentlichung [41]
(Bild A.2) mit der in Kapitel 5.3 vorgestellten neuen Beschreibung des BMA veran-
schaulicht. Dies insbesondere, um aufzuzeigen, inwieweit Lingeninderungen gemaf
Masseys Darstellung hier ebenfalls erkennbar sind.
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Neue Matrixbeschreibung:

0
(1,61, ) | L (0,0,0,0)
1

_— O O v
S O 9 v

100

(1,0,0) | 0 1 0 | = (1,0,0)
101

(1,0,0) — 1(0,0,1) = (1,0,1)

1 0

(1,0,1) | 0 1 = (0,0,1)
101
00 7?7 °?
100 7

(1,0,1,0) 010 0 = (0,1,7,7)

1010

(1,0,1,0) — $(0,0,1,0) = (1,0,0,0)
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Scan including artwork:

(1! 011 03”03)

= (1,0,0)

™~

(1‘0'0)—%(0’0’ 1) = (1107 1) : /‘7\

(1,0,1,0) — 10,0,1,0) = (1,0,0,0)



Verzeichnis der verwendeten
Abkiirzungen und Formelzeichen

konjugiert komplex

(a;, b;); Skalarprodukt von Vektoren @ und g, deren
Komponenten mit ¢ indiziert sind

| 7|0 Maximumnorm

| X |l Norm der maximalen Zeilenbetragssumme

1 Einheitsmatrix

a Kanal- bzw. Storzustinde
a geschétzter Kanalzustand

ap Anzahl der Ausfille (Erasures)
AWGN Additive White Gaussian Noise

BMA Berlekamp-Massey-Algorithmus
IB;, Korper

C Code

¢; Elemente eines Codewortes (¢ € C) im ‘Zeitbereich’
C; Elemente eines Codewortes im ‘Frequenzbereich’

¢ Vektor der Linge N mit den Komponenten c;

C' Vektor der Linge N mit den Komponenten C;

) Polynom vom Grad < N — 1 mit den Koeffizienten ¢;

C(z) Polynom vom Grad < N — 1 mit den Koeffizienten C;
© komplexe Zahlen

119



120 Verzeichnis der Formelzeichen

C Kanalkapazitit
['(z) Fehlerstellenpolynom (Frequenzbereich)
['; Koeffizienten des Fehlerstellenpolynoms (Frequenzbereich)
['  Vektor aus den Koeffizienten des Fehlerstellenpolynoms
(Frequenzbereich)
v(z) In den Zeitbereich transformiertes Fehlerstellenpolynom

v; Koeffizienten des Fehlerstellenpolynoms im Zeitbereich
4 Vektor aus den Koeffizienten des Fehlerstellenpolynoms im
Zeitbereich
['(x) Nichtfehlerstellenpolynom
fj,i Mit Rechenungenauigkeiten behafteter i-ter Koeffizient

des Fehlerstellenpolynoms der j-ten Rekursion

DFT diskrete Fourier-Transformation
DFT ! inverse DFT
d; Diskrepanz im BMA
d; Mit Rechenungenauigkeiten behaftete Diskrepanz
dy(@,b) Hamming-Distanz
d, Mindest-(Hamming)-distanz
d=d,; ‘analoge’ Hamming-Distanz
d. Euklid’sche Distanz
DMC Discrete Memoryless Channel
d;i Kronecker-Delta
§;(§) neu definiertes Kronecker-Delta
A Abweichung, Differenz
AFz(i) Operatorschreibweise fiir eine ‘Divided Difference’
der Newton-Interpolation
ID  Menge

e Fehleranzahl
E  maximal korrigierbare Fehlerzahl
E, Energie pro Bit
erf(z) Error Function erf(z) = % Jretdt
IE  Indexmenge der Ausfallstellen

Fehlerwerte im Zeitbereich an der Stelle i

Fehlerwerte im Frequenzbereich an der Stelle ¢
Vektor der Lange N mit den Komponenten f;
Vektor der Lange N mit den Komponenten F;



Verzeichnis der Formelzeichen

—~

f
F

flai, ..., m

—~

Q
o 3
] =
e’ N

b =

[~ .

r{X}
Id

LDA
LMS
LSQ
A(z)

>1?

MDS

mod

Polynom vom Grad < N — 1 mit den Koeffizienten f;
Polynom vom Grad < N — 1 mit den Koeffizienten F;
‘Divided Difference’ der Newton-Interpolation
Verteilungsfunktion

Verteilungsdichte

Indexmenge der Fehlerstellen

Indexmenge der fehlerfreien Stellen

Galoisfeld mit ¢° Elementen
Generatorpolynom

Priifpolynom
Priifmatrix

Informationspolynom

imaginiire Einheit j2 = —1
Permutationsmatrix

Anzahl der Informationsstellen
Konditionszahl

Logarithmus zur Basis 2
Schieberegisterlinge
Levinson-Durbin-Algorithmus
Least-Mean-Square

Least Squares

Ausfallstellenpolynom (Frequenzbereich)

Koeffizienten des Ausfallstellenpolynoms (Frequenzbereich)
Vektor aus den Koeffizienten des Ausfallstellenpolynoms

(Frequenzbereich)

Anzahl der Priifstellen
Maximum Distance Separable
modulo

Codewortlinge
einseitige Rauschleistungsdichte
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Verzeichnis der Formelzeichen

Wahrscheinlichkeitsdichte
Wahrscheinlichkeit
Bitfehlerwahrscheinlichkeit
Phase-Shift-Keying mit m Phasenzustinden

Coderate

Empfangssymbol an der Stelle ¢ im Zeitbereich
Empfangssymbol an der Stelle 7 im Frequenzbereich
Vektor der Linge N mit den Komponenten r;

Vektor der Linge N mit den Komponenten R;
Polynom vom Grad < N — 1 mit den Koeffizienten r;
Polynom vom Grad < N — 1 mit den Koeffizienten R,
Reelle Zahlen

Relativer Fehler

Syndromstelle (im Frequenzbereich)
Standardabweichung
Spur einer Matrix

transponiert
Tiefpafl

primitives Element der multiplikativen Ordnung N
DFT-Matrix mit ¢ Zeilen und k Spalten

Inverse DF'T-Matrix mit ¢ Zeilen und k£ Spalten
Ganze Zahlen
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